
 17.08.2016  26הרצאה   התמרות לפלס
 נכתב על ידי נועם יערי 

 

1 
 

 דוגמה

𝑦′′ − 𝑦 = 1, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1 

 :שלבים מתישים, נפעיל התמרת לפלס בשני האגפים ונקבל 3במקום לעשות 

[𝑠2𝑌 − 𝑠 ⋅ 𝑦(0) − 𝑦′(0)] − 𝑌 =
1

𝑠
 

(𝑠2 − 1)𝑌 − 1 =
1

𝑠
 

(𝑠2 − 1)𝑌 =
1

𝑠
+ 1 =

1 + 𝑠

𝑠
 

⟹ 𝑌 =
1 + 𝑠

𝑠(𝑠2 − 1)
=

1

𝑠(𝑠 − 1)
 

⟹ 𝑌 =
1

𝑠 − 1
−
1

𝑠
 

⟹ 𝑦(𝑡) = 𝑒𝑡 − 1  

 דוגמה

𝑦′′ − 5𝑦′ + 6𝑦 = 8𝑒𝑡 , 𝑦(0) = 3, 𝑦′(0) = −1 

[𝑠2𝑌 − 𝑠 ⋅ 𝑦(0) − 𝑦′(0)] − 5[𝑠𝑌 − 𝑦(0)] + 6𝑌 =
8

𝑠 − 1
 

𝑌(𝑠2 − 5𝑠 + 6) − 3𝑠 + 16 =
8

𝑠 − 1
 

⟹ 𝑌(𝑠2 − 5𝑠 + 6) =
8

𝑠 − 1
+ 3𝑠 − 16 

𝑌 =
8

(𝑠 − 1)(𝑠2 − 5𝑠 + 6)
+

3𝑠 − 16

𝑠2 − 5𝑠 + 6
 

𝑌 =
8

(𝑠 − 1)(𝑠 − 2)(𝑠 − 3)
+

3𝑠2 − 19𝑠 + 16

(𝑠 − 1)(𝑠 − 2)(𝑠 − 3)
 

𝑌 =
4

𝑠 − 1
+

2

𝑠 − 2
−

3

(𝑠 − 3)
 

⟹ 𝑦(𝑡) = 4𝑒𝑡 + 2𝑒2𝑡 − 3𝑒3𝑡  
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 דוגמה

{
 

 
𝑦1
′ + 𝑦1 + 2𝑦2 = 𝑒

2𝑡

𝑦2
′ + 2𝑦1

′ − 𝑦1 = 0

𝑦1(0) = 0

𝑦2(0) = 0

 

 

 נפעיל לפלס:

{
𝑠 𝑌1 + 𝑌1 + 2𝑌2 =

1

𝑠 − 2
𝑠 𝑌2 + 2𝑠 𝑌1 − 𝑌1 = 0

 

 :מהמשוואה השנייה נקבל

𝑌2 =
1 − 2𝑠

𝑠
𝑌1 

 נציב במשוואה הראשונה ונקבל:

(𝑠 + 1)𝑌1 + 2(
1 − 2𝑠

𝑠
) 𝑌1 =

1

𝑠 − 2
 

𝑌1 (
𝑠2 − 3𝑠 + 2

𝑠
) =

1

𝑠 − 2
 

𝑌1 =
𝑠

(𝑠 − 2)(𝑠2 − 3𝑠 + 2)
 

𝑌1 =
𝑠

(𝑠 − 2)2(𝑠 − 1)
 

𝑌! =
2

(𝑠 − 2)2
−

1

𝑠 − 2
+

1

𝑠 − 1
 

𝑌2 =
1 − 2𝑠

(𝑠 − 2)2(𝑠 − 1)
= −

3

(𝑠 − 2)2
+

1

𝑠 − 2
−

1

𝑠 − 1
 

⟹
𝑦1(𝑡) = 2𝑡𝑒

2𝑡 − 𝑒2𝑡 + 𝑒𝑡   

𝑦2(𝑡) = −3𝑡𝑒
2𝑡 + 𝑒2𝑡 − 𝑒𝑡
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 דוגמה

𝐽0(0)עבור תנאי התחלה  ℒ[𝐽0]חישוב  = 1 ; 𝐽0
′ = 0: 

 משוואת בסל: פותר את 𝐽0שימו לב, 

𝑥𝐽0
′′ + 𝐽0

′ + 𝑥𝐽0 = 0 

 נפעיל לפלס:

ℒ[𝑥𝐽0
′′] + ℒ[𝐽0

′ ] + ℒ[𝑥𝐽0] = 0 

=:𝑔 :נסמן ℒ[𝐽0] 

⟹−
𝑑

𝑑𝑠
(𝑠2𝑔(𝑠) − 𝑠) + 𝑠 ⋅ 𝑔(𝑠) − 𝑔′(𝑠) = 0 

⟹ −𝑠2𝑔′(𝑠) − 2𝑠𝑔(𝑠) + 1 + 𝑠𝑔(𝑠) − 𝑔′(𝑠) = 0 

⟹ −(𝑠2 + 1)𝑔′(𝑠) = 𝑠 ⋅ 𝑔(𝑠) 

⟹
𝑔′(𝑠)

𝑔(𝑠)
= −

𝑠

𝑠2 + 1
 

⟹ log𝑔(𝑠) = −∫
𝑠

𝑠2 + 1
𝑑𝑠 =

𝑑𝑢=2𝑠𝑑𝑠

𝑢=𝑠2+1
−
1

2
log(𝑠2 + 1) + 𝐶 

⟹ 𝑔(𝑠) = 𝐶 ⋅
1

√𝑠2 + 1
 

 נותר לחשב את הקבוע.

 משפט

 :אזי 0 –רציפה ב  𝑓אם 

lim
𝑠→∞

𝑠 ⋅ ℒ[𝑓](𝑠) = 𝑓(0) 

 הוכחה

ℒ[𝑓](𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

 

𝑠 ⋅ ℒ[𝑓](𝑠) = ∫ 𝑠 ⋅ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
𝜀

0⏟          
𝑓(0)⋅(1−𝑒−𝑠𝜀)

+ ∫ 𝑠 ⋅ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

𝜀⏟          

≤sup|𝑓|⋅∫ 𝑠𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞
𝜀 ≲𝑒−𝑠𝜀→0

 

 דוגמה

 למציאת הקבוע בדוגמה הקודמת.נחזור 

lim
𝑠→∞

𝑠 ⋅ 𝑔(𝑠) = 𝐶 ⋅
𝑠

√𝑠2 + 1
= 𝐶 

 – סוף הקורס –

 


