
    לינארית– 13 תרגיל

תהי  .1
















−

−

−

=

211

121

112

P . 20חשבו אתP. 

  .בהכרח ניתן ללכסן אותה, מכיוון שהיא סימטרית. Pנלכסן את המטריצה : פתרון
  

  ,י חישוב הפולינום האופייני" עPע של "נמצא ע: 'שלב א  

2

2

2

2

2

2

)3(

)3)(3(

)223)(3(

]2)1)(2)[(3(

)3()3()1)(3)(2(

)3()3()34)(2(

)3()12()144)(2(

)]2(1[]1)2([]1)2)[(2(

11

21
1

21

11
1

21

12
)2(

211

121

112

+

=++

=−+++

=−+++

=+−+−+++

=+−−−++++

=+−−−−+−+++

=++−−+−+−++

=

−−

+−

−

+−

−−

+

+−

−+

+

=

+−−

−+−

−−+

==−

λλ

λλλ

λλλ

λλλ

λλλλλ

λλλλλ

λλλλλ

λλλλ

λ

λλ

λ
λ

λ

λ

λ

λ AI

  

   אם ורק אםPע של " עλלכן 

3,0

0)3(

21

2

−==

=+

λλ

λλ
  

3,0 : הםPלכן הערכים העצמיים של  21 −== λλ  

  

01הריבוי האלגברי של ( =λ 32הריבוי האלגברי של . 1 הוא −=λ 2 הוא.(  

  

01ע "נמצא את המרחב העצמי של הע:'שלב ב =λ:  

  נפתור את המערכת ההומוגנית
)0|0( PI −  

  

















−

−−

 →
















−

−

−−

 →
















−−

−−

−−
++

+

0000

0330

0112

0330

0330

0112

0211

0121

0112
2213

12
2
2

RRRR
RR

  

  
  

tz, נציב   , אזי=

txttxI

tytyII

=⇒=−−

=⇒=−

02)

033)
  



  

01המרחב העצמי של , לכן =λהוא :  

































=
















∈
















=

1

1

1

:0 spanFt

t

t

t

V  

  

ו 
































1

1

1

  . 0V בסיס למרחב העצמי 

01גם הריבוי הגיאומטרי של , בפרט( =λ כמו שציפינו, 1 הוא(  

  

32ע "עאת המרחב העצמי של הנמצא  −=λ:  

  כת ההומוגניתנפתור את המער
)0|3( PI −−  

  















 −−−

 →
















−−−

−−−

−−−
−

−

0000

0000

0111

0111

0111

0111
13

12
RR
RR

  

  
  

tz, נציב = ,sy   , אזי=

tsxtsxI −−=⇒=−−− 0)
  

  

32המרחב העצמי של , לכן −=λהוא :  































−















−

=
















∈














−

+














−

=
















∈














 −−

=
−

1

0

1

,

0

1

1

,:

1

0

1

0

1

1

,:3 spanFsttsFst

t

s

ts

V  

  

ו 






























−















−

1

0

1

,

0

1

1

  . V−3רחב העצמי  בסיס למ

32גם הריבוי הגיאומטרי של , בפרט( −=λ כמו שציפינו, 2 הוא(  

  

: 'שלב ג






























−















−

















=

1

0

1

,

0

1

1

,

1

1

1

B 3 בסיס לFע של " של וP.  

  



, המטריצה, לכן














 −−

=

101

011

111

R . מלכסנת של מטריצהPומתקיים :  

















−

−=−

300

030

000
1PRR .  

  

  : באמצעות דירוגR−1נמצא 
ע ממנו היינו " לבסיס אורתונורמלי של וBיכולנו באמצעות גרם שמידט לעבור מ , לחילופין(

  ).אורתוגונולית וההופכית היתה פשוט המטריצה המשוחלפת R מקבלים מטריצה
  























−−

−
−

 →























−−

−
−

−
−

 →























−−

−
−−

→

















−−

−

−−

 →
















−

−

−−

 →














 −−

+
−

+

−−

−

3

2

3

1

3

1
100

3

1

3

2

3

1
010

3

1

3

1

3

1
001

3

2

3

1

3

1
100

3

1

3

2

3

1
010

3

2

3

1

3

2
011

3

2

3

1

3

1
100

0
2

1

2

1

2

1
10

001111

211300

011120

001111

101210

011120

001111

100101

010011

001111

21
32

31

3

2

2313

12

2

1

3

1
2

1

2

RRRR

RR

R

R

RRRR
RR

  

, קיבלנו בצד שמאל את מטריצת היחידה לכן























−−

−
−

=−

3

2

3

1

3

1
3

1

3

2

3

1
3

1

3

1

3

1

1R  

DPRR, כעת =
 עבור 1−

















−

−=

300

030

000

D . 1לכן−
= RDRP.  

  , לכן



( ) ( )( ) ( )

















−−

−−

−−

=
















−−

−−














 −−

=
















−−

−−






























 −−

⋅

=
















−−

−−






























 −−

=























−−

−
−

















−

−














 −−

==== −−−−−

211

121

112

3

211

121

000

101

011

111

3

211

121

111

100

010

000

101

011

111

3

1
3

211

121

111

3

1

300

030

000

101

011

111

3

2

3

1

3

1
3

1

3

2

3

1
3

1

3

1

3

1

300

030

000

101

011

111

19

19

20

20

20

20

20

12011120120 RRDRDRRDRRDRRDRP L

  

  
  
 
  .קבעו האם ההעתקות הבאות הן העתקות לינאריות .2
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RMA)( כך שלכל :)( nn×∈ ,)det()( AAT =. 

)n ,11)det=1עבור  (n≤2ל לכל " אינה העTההעתקה : פתרון aA בדומה ,  העתקה לינארית=

  ).להעתקת הזהות
  

  , בעלת דטרמיננטה שונה מאפסA לכל n≤2לכל , אכן

)(3)det(3)det(3)3det()3( ATAAAAT n
=≠==.  
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  :הוכיחו את הטענות הבאות .3
 

WVTאם  .3.1  הוא Im(T( ו V הוא תת מרחב וקטורי של T)ker( העתקה לינארית  אז  :→

 .Wתת מרחב וקטורי של 
  :הוכחה

VT ⊆)ker( . נראה כיVT ≤)ker(באמצעות הקריטריון המקוצר :  

)0(0. א =T לכן )ker(0 T∈.  

Tvvאם . ב ker, 21 )(0,)(0 אז ∋ 21 == vTvT000,  לכן)()()( 2121 =+=+=+ vTvTvvT ו 

Tvv ker21 ∈+.  

Tvאם . ג ker∈ ו F∈α 0 אז)( =vT00,  ולכן)()( === ααα vTvT ו Tv ker∈α.  

  
WT ⊆)Im( . נראה כיWT ≤)Im(ר באמצעות הקריטריון המקוצר:  

)0(0. א =T לכן )Im(0 T∈.  

Twwו  F∈α אם. ב Im, 21 Vvvקיימים  אז ∋ 2211 כך ש ,21∋ )(,)( wvTwvT אבל  . ==

Vvv ∈+ 21α 212121 ומתקיים )()()( wwvTvTvvT +=+=+ αααלכן  ,)Im(21 Tww ∈+α.  

 
VVTאם  .3.2 )ker()( העתקה לינארית אז :→ 2TketT )Im()Im( ו ⊇ 2 TT ⊆. 

  
  : הוכחה

  

VVTשימו לב כי אם , ראשית TTT העתקה לינארית אז :→ o=
 גם כן העתקה לינארית 2

VVT, אכן( ))(( את ∋Vv היא ההעתקה המתאימה לכל 2:→ vTT . מכיוון שTלכל , ל" הע
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)Im( 2T 2 מספיק שהפונקציהTמוגדרת .(  
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=== TTTT ו )ker( 2Tv∈ .ל"מש.  
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