
 (פתרון) 8  תרגיל – לטופולוגיה מבוא

 תזכורת. קבוצת קנטור 
 ם.סימוני

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℝ , 𝐼 = [𝑎, 𝑏] . נסמן:    𝑙(𝐼) = [𝑎, 𝑎 +
1

3
(𝑏 − 𝑎)] 

𝑟(𝐼) = [𝑎 +
1

3
(𝑏 − 𝑎), 𝑎 +

2

3
(𝑏 − 𝑎)]                                 

  :כלומר, ℝ  -ב קבוצות-סדרת תת היצאינדוקבנבנה  

𝑛לכל  ≥ 𝐼𝑖טעים סגורים ק 2𝑛 נבנה 0
𝑛 קבוצה -תתוℝ ⊃ 𝐾𝑛 כך ש- 

𝑲𝒏 = ⨃ 𝑰𝒊
𝒏

𝟐𝒏

𝒊=𝟏

  

 כאשר:

𝑛) בסיס = 0):              𝐾0 = 𝐼1
0 = [0,1] 

𝑛) לדוגמה שלב = 1)   :𝐾1 = 𝐼1
1⨃𝐼2

1  ; 𝐼1
1 = 𝑙(𝐼1

0), 𝐼2
1 = 𝑟(𝐼1

0) 

𝑛-לו יהי .צעד האינדוקציה ≥ 𝐼𝑖טעים סגורים ק  םבנוי 0
𝑛 (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 )תתו-

ℝקבוצה  ⊃ 𝐾𝑛 כך ש- 

𝑲𝒏 = ⨃ 𝑰𝒊
𝒏

𝟐𝒏

𝒊=𝟏

  

𝑖: 𝑰𝟐𝒊−𝟏לכל  נסמן אזי
𝒏+𝟏 = 𝒍(𝑰𝒊

𝒏),    𝑰𝟐𝒊
𝒏+𝟏 = 𝒓(𝑰𝒊

𝒏) 

 ונגדיר:

𝑲𝒏+𝟏 = ⨃ 𝑰𝒊
𝒏+𝟏

𝟐𝒏+𝟏

𝒊=𝟏

  

==(סוף בניה)  

𝑲𝟎   -קל לראות ש ⊃ 𝑲𝟏 ⊃ ⋯. 

 חיתוך:הזה  קבוצת קנטור .הגדרה

𝑲 = ⋂ 𝑲𝒏

∞

𝒏=𝟏

 



 .𝑰האורך של הקטע  𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑰) -ב נסמן

𝑰𝒊אורכי הקטעים  םואת סכ𝐿Σ(𝐾𝑛) -ב נסמן
𝒏 כלים בהמו-𝐾𝑛. 

 ראינו בכיתה:

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ(𝑰𝒊
𝒏) =

1

3𝑛
 

𝐿Σ(𝐾𝑛) = (
2

3
)

𝑛

→ 0 

 :את התכונות חנו בכיתהכהו

𝐾 (א ≠ ∅ 

 סגורהקבוצה  𝐾 (ב

 .קומפקטיתקבוצה  𝐾 (ג

 .עאינה מכילה שום קט 𝐾 (ד

 

  1 שאלה

 תכונות הבאות של קבוצת קנטור: הוכיכו

 ([0,1]רחב מהמשלים ביחס ל) [0,1]-ף בצפו  𝐾𝑐 (ה

∘𝐾 (ו =  ([0,1]רחב מים ביחס לפנה) ∅

 נקודון.א וה 𝐾 וקשירות מסילתית של רכיב קשירות (ז

 

 הוכחה:

כת תנחולא ריקה  [0,1]-פתוחה ב 𝑈מספיק להוכיח שכל קבוצה   (ה

 כדור  𝑥0יחד עם כל נקודה לה ימכ [0,1]-ב פתוחה 𝑈אבל  .𝐾𝑐עם 

𝐵[0,1] (𝑥0, 𝜀)   (𝜀 >   פתוח עטקשזה או ( 0

ℝ   (𝑥0-ב − 𝜀, 𝑥0 − 𝜀) 0] עטק או, 𝜀)  ,1) עטק או − 𝜀, חצי  [1

,𝐵[0,1] (𝑥0בכל שלושת המקרים  . ℝ-ב יםפתוח 𝜀) לכן קטע ו הוא

  ,𝐾 -מכיל נקודות שהן לא בלפי ד( 



𝑈כלומר  ∩ 𝐾𝑐 ≠ ∅ ⇐ 𝐵[0,1] (𝑥0, 𝜀) ∩ 𝐾𝑐 ≠  , מש''ל. ∅

 

∘𝐾-ש –בשלילה  –נניח  (ו ∋ 𝑥0  כיוון ש. אזי-𝐾∘  קבוצה פתוחה 

𝜀קיים  [0,1]-ב > ,𝐵[0,1] (𝑥0 -כך ש 0 𝜀) ⊆ 𝐾∘ אבל כיוון 

∘𝐾-ש ⊆ 𝐾, אז 𝐵[0,1] (𝑥0, 𝜀) ⊆ 𝐾.  

,𝐵[0,1] (𝑥0לכדור כזה מתקיים: ש ה(-ראינו ב 𝜀) ∩ 𝐾𝑐 ≠ ∅ .

 סתירה.
 

 רותשינוכיח ששתי נקודות שונות לא יכולות להיות באותו רכיב ק (ז

,𝑥-. נניח בשלילה ש𝐾של  𝑦 ∈ 𝑆 ו- 𝑥 < 𝑦  כאשר𝑆  רכיב

,𝑥)  ד(לפי . קשחרות 𝑦) ∩ 𝐾𝑐 ≠ 𝑎לומר קיימת נקודה כ  ,∅ ∉ 𝐾  

𝑥-כך ש < 𝑎 < 𝑦 לכן .𝑥 ∈ [0, 𝑎) ∩ 𝑆 ו- 𝑦 ∈ (𝑎, 1] ∩ 𝑆 ,שסותר 

אבל םרוק א נקודון.ורכיב קשירות הכל הוכחנו ש .𝑆לקשורות של 

 כיבי קשירותל כיבי קשירות מסילתית הוא עידון של פירוק ל

הוא גם  מסילתית רכיב קשירות. אזי כל (ההאצאה האחרונה)

 נקודון.

 

 2 שאלה

,𝑎] עקט .1 הגדרה 𝑏] ב-ℝ𝑛 :זאת קבוצה 

 [𝑎, 𝑏] = {𝑎 + 𝑡(𝑏 − 𝑎)|𝑡 ∈ [0,1]} ⊂ ℝ𝑛 

 בקואורדינטות:או 

 [𝑎, 𝑏] = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛|𝑥𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑡(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 

 

 

 



𝐴 צהבקה  2ה הגדר ⊆ ℝ𝑛  אם :  מורהקנקראת 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ⇒ [𝑥, 𝑦] ⊆ 𝐴 

 קשירה מסילתית. ℝ𝑛-שכל קבוצה קמורה ב הוכיחו

 

 ה.הוכיח

,𝑥שתי נקודות לכל קמורה.  𝐴תהי  𝑦 ∈ 𝐴 פונקציה דיר גנ: 

 𝜑: [0,1] → ℝ𝑛 כך ש- 𝜑(𝑡) = 𝑥 + 𝑡(𝑦 − 𝑥) לכל𝑡 ∈ . היא  [0,1]

𝜑([0,1]) -ו לינאריתנקציה ורציפה כפ ⊆ 𝐴 כי 𝐴 ם ומצ. בצקמורה

 .𝐴-נקבל מסילה ב 𝜑של טווח ה

 

 3 שאלה

𝐴 צהבקה  .3 הגדרה ⊆ ℝ𝑛 ב יכוכב תחום נקראת-ℝ𝑛  

𝑜 מרכז בנקודההעם ) ∈ 𝐴) אם לכל 𝑥 ∈ 𝐴  מתקיים  [𝑜, 𝑥] ⊆ 𝐴. 

 

 הוא קבוצה  ℝ𝑛-ב יכוכב תחום שכל הוכיחו

 

 ה.הוכיח

,𝑥יהיו  𝑦 ∈ 𝐴  מ  ותנבנה מסיל 2בשאלה . בדיוק כמו- 𝑜 ל-𝑥 

 ההפוחהמסילה הנקח לאחר מכן  לפי התנאי. ותקיימ ן: ה 𝑦-ל 𝑜 -מו 

 אותה עם המסילה השניהר נשרשו (𝑜-ל 𝑥 -מ)  (ההרצאה) לראשונה

 𝐴 -. אז הוכח ש𝑦נקודה העם  𝑥נקודה היחבר  השירשור. (ההרצאה)

 קשירה מסילתית.


