
  פתרון - 3תרגיל  – 3אלגברה מופשטת 

  

5מצאו את הפולינום המינימלי של  .1 (2 / 5)cisρ π=  מעל( 5)ℚ. 

הוא  ℚמעל  5ρידוע שהפולינום המינימלי של : פתרון
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)מעל  5ρולינום המינימלי של הפ 5)ℚ  5מחלק אתΦ . ניתן לבדוק שמתקיים
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2s iciρ π = − + + 5, כיוון שהמספר מרוכב. =+ ( 5)ρ ∈/ ℚ . לכן

)פרק מעל מת 5Φאם הפולינום  5)ℚ  5אם . 2הוא מתפרק לשני גורמים מדרגהρ  שורש של

4במקרה זה ( אזי גם הצמוד המרוכב שלו שורש של אותו פולינום, 2פולינום מדרגה 
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)ר מעל פולינום זה מוגד 5)ℚ , 5ולכן הוא הפולינום המינימלי שלρ. ל גם "ניתן להראות את הנ

4כי ידוע ש , בלי לדעת שהצמוד חייב להיות שורש של הפולינום המינימלי

5 5,...,ρ ρ  הם שורשיו

5לעבור על כל המכפלות האפשריות ואפשר  5Φשל  5( )( )kx xρ ρ− −.  
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)(ברור שמתקיים : פתרון ( , )F a b F a b+ נשים לב שמתקיים . ⊇
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)כלומר  , ) ( )α β α=ℚ ℚ .2 4 22 3 3 47 0α α α−− ⇒− = + הראו שהפולינום . =

4 2( ) 3 4f xx x= − )כן ל. פריק-הוא אי + ) : ] 4[ α =ℚ ℚ .  

2מצד שני  2 2)( 72α β α β αβ= + ++ αלכן  = β+  2הוא שורש של 7x ולכן דרגת , −

 .שיויון בין השדות-ולכן יש אי, 2ההרחבה משמאל היא 

a,הראו שאם  .4 b∈ℤ אזי  ,זרים ואינם ריבועים[ [ , ] : ] 4a b =ℚ ℚ. 
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*שדה סופי אזי  Fהוכיחו שאם . א .5 {0}F F=  .חבורה ציקלית −

שדה סופי אזי  Fוכיוון ש , היא ציקלית F*של  חבורה סופית-הוכחנו בכיתה שכל תת: פתרון
* {0}F F=   . סופית ולכן ציקליתחבורה  −

*שדה אינסופי אזי  Fהראו שאם   .ב {0}F F= לקו ח: רמז(לעולם אינה חבורה ציקלית  −

F*הניחו בשלילה ש  p>0אם המאפיין . p>0או מאפיין  0למקרים של מאפיין  u=< וחלקו  <

 ).  pFטרנסנדנטי או אלגברי מעל שדה הבסיס  uלמקרים בהם 

*ולכן , ℚמכיל את השדה  Fאזי , 0אם המאפיין הוא : פתרון *F ⊇ℚ  ואם*F  ציקלית אזי*ℚ 

, )היא אינה נוצרת סופית(אינה ציקלית  ℚ*אך כידוע , חבורה של ציקלית-היא ציקלית כתת

  .סתירה



F*אזי נניח ש  p>0המאפיין אם  u=<  pFאלגברי מעל   uוש  <
אזי בהכרח מתקיים  

( )pF u= F , 0כיוון שהשדה מצד ימין מכילu )*וכיוון ש , ≠ )p uF אזי היא מכילה , היא חבורה
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  . סתירה

1לא ייתכן ש :  pFמעל טרנסנדטי  uאם  0u +  k∈ℤלפי ההנחה קיים . אלגברי uאחרת , =

1kuכך ש  u= )שורש של  uחיובי אזי נקבל ש  kאם . + ) 1kp x x x= − . סתירה, ולכן אלגברי −

0kאם  0uאזי  = 0kאם . סתירה = mנסמן  > k= 1ונקבל  − 1 0m mu u+ + − שורש  uכלומר  =

)1של  ) 1m mp x x x+= +   .סתירה, ולכן אלגברי −

  .סגור להצמדה מרוכבת ℂשדה של -כל תת: הוכיחו או הפריכו: בונוס

3ניקח את השדה : נפריך: פתרון  
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3 2ρ  הוא אחד מהשורשים

3פריק -של הפולינום האי 2x 3לכן דרגת ההרחבה היא . −

3 2) :[ ( ] 3ρ =ℚ ℚ .3

3 )( 2ρℚ  אינו מכיל את
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3 2ρ  3של הפולינום כי אחרת הוא מכיל את כל השורשים 2x המכיל את אבל השדה , )הראו זאת( −

2כל השורשים 
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3 32, 2, 2) 2, )( (ρ ρ ρ=ℚ ℚ של  6א הרחבה מדרגה הוℚ ) אלה שתי הרחבות

32אבל ). וכיוון שהן זרות נקבל את הדרוש 2,3מדרגות 

3 2ρ  3הוא הצמוד של

3 2ρ  3ולכן

3 )( 2ρℚ  אינו

  .סגור להצמדה

 


