
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

):כלל לייבניץ , ) ( , , ) , ( , )
b

F x y V x y s ds x y D
a
∫= aאם∋ b+ <  ולכל ∞

, ,x y s ( , , )V x y s והנגזרת שלה לפי x) y ( אזרציפות( , )F x yרציפה  :

bF V
ds

x xa

∂ ∂
= ∫

∂ ∂
  

bF V
ds

y ya

 ∂ ∂ = ∫ ∂ ∂ 
.  

a אם b+ = ,ולכל ∞ ,x y s ( , , )V x y s והנגזרת שלה לפי x) y (רציפות ומתקיים :

'( , , ) ( ), ( , , ) ( )V x y s s V x y s sxϕ ψ≤ ≤

 

( )   ,  ( )s sϕ ψ  חיוביות לפי

 ( , )s a b∈,תקיים ומ( )   ,  ( )
b b

s ds s ds
a a
ϕ ψ∫ ∫< ∞ < )אז∞ , )F x y רציפה 

xFובעלת נגזרת חלקית רציפה  : ומתקיים′
( , ) ( , , )

bF x y V x y s
dsx xa

∂ ∂∫=∂ ∂

)אם :משפט ארצלה   , )f x yת ב מוגדרXOY כל לy ∈ ℝ,( , )f x y dx
∞
∫
−∞

 

x,כל ול, סמתכנ y ∈ ℝ ,קיימת
'
( , )f x yy ,כל ולy ∈ ℝ,

'
( , )f x yy  

)וקיימת ,  בכל קטע סופיx אינטגרבילית לפי  )g xאינטגרבילית כך ש  :

' ( , ) ( )   f x y g x xy ≤ ∀ ∈ ℝ תלות ב ללאy ,וגם ( )g x dx
∞
∫ < ∞
−∞

 אז

( ) ( , )F y f x y dx
∞
∫=
−∞

y לכלגזירה  R∈ו ( ) ( , )
f

F y x y dx
y

∞
∂∫′ =
∂−∞

  

)משפט פועל לכל המקרים בהם ה , ), ( , )x a b y c d∈  באשר ∋
,

,

a b

c d

−∞≤ ≤∞

−∞≤ ≤∞

  
1L:  ( ) ( )

1
locf x L∈ ℝאינטגרבילית בכל קטע סופי(יא אינטגרבילית מקומית  האם(  

( ) ( )
1

f x L∈ ℝ 1 אםf <  אשר כ∞

( ) lim ( )1
1

b
f f f x dx f x dxL a a

b

∞
= = =∫ ∫

→ −∞−∞
→ ∞

                                                 

) אם :רימן לבג )
1

f L∈ ℝ,אז ( )F σפונקציה חסומה ב ℝ בכל (ורציפהσ ∈ℝ .(

:בפרט
1

( ) ,12
F fσ σ

π
≤ ∀ ∈ℝ

 

lim: ומתקיים ( ) 0, ( )
1

F f Lσ
σ

= ∀ ∈
→ ∞

ℝ  

אם :משפט ארצלה

 

{ }( )
1

x
n n

ϕ
∞

=
]המוגדרות ב  , ]a b ,b a− < ∞  

והסדרה מתכנסת ל, )במובן של רימן( אינטגרביליות 
 

( )xϕכלשהי  ,[ , ]x a b∈ כמעט בכל 

]הקטע  , ]a b.( )xϕוקיימת ,  אינטגרבילית( )F x אינטגרבילית [ , ]x a b∈ , כך

)ש ) ( )x F x
n

ϕ ≤,1, [ , ]n x a b∀ ≥ :אזי∋

lim ( ) lim ( ) ( )
b b b
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n nn na a a

ϕ ϕ ϕ= =∫ ∫ ∫
→ ∞ →∞
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a
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→ ∞ →∞

  

  :מסקנה
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a a
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p p

f t ptdt f t ptdt
p pa a

= =∫ ∫
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) אם :מסקנה ) ( )

1
f t L∈ ℝו 

1
( ) ( ) ,  

1 2
i tF f t e dtσσ σ

π

∞ −= ∈∫
−∞

ℝ  
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1
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1
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F f Lσ σ
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1 1
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∞
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1 1

f Lσ
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) אם :שאריות )f z  מוגדרת בעיגול ,   ,   0z a aρ ρ− < ≠ ∞ הצגה  וניתנת ל<
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∞
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) :הולדר )f x  ב מוגדרת( , )a b ,a b−∞ ≤ < ≤ )מקיימת ב ∞ , )x a b∈ 
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  :פיתוחים שימושיים
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∞
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   :עקרון הסופרפוזיציה

)י הסכום "נחפש פתרון לבעיה ע ) ( ) ( )y t x t z t=  כאשר +
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  :משוואה אינטגרלית של וולטרה מסוג כריכה
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a x a x b

a x a x b

+ =


+ =
אז 

11 12

21 22

a a

a a
∆   ומתקיים=

1 12 11 1

2 22 21 2

1 2,

b a a b

b a a b
x x= =

∆ ∆
 

  :פתרון הבעיה ההומוגנית
  : כך שx(t)מציאת המקור 

 0 0 0 0 1 0

2

0 1 2

( ) ( )
a y p a y a y

x t X p
a p a p a

′⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
→ =

+ +
 

  :פתרון הבעיה הלא הומוגנית
) קל למצוא את התמונה של המקור בהם במקרים :Iשיטה  )f t:  

  : כך שz(t)מציאת המקור 

2

0 1 0

( )
( ) ( )

F p
z t Z p

a p a p a
→ =

+ +
 

)  למצוא את התמונה של המקור כאשר קשה:IIשיטה  )f t:  

1

0

( ) ( ) ( )
t

z t f z t dξ ξ ξ= 1:כאשר, ∫′− 1 2

0 1 2

1 1
( ) ( )z t Z p

a p a p a p
→ =

+ +
  

  :0- תנאי התחלה לא ב

  :x - לt -מבצעים החלפת משתנים מ, 0-ולא ב0x-אם תנאי ההתחלה הם ב

0t x x= + 

  :פישוט לפתרון בעיית קושי

  :נתונה בעיית קושי הבאה

0 1 2

0 00 0

( ) ( ) ( ) ( ) , 0

lim ( ) , lim ( )
t t

a y t a y t a y t f t t

y t y y t y
→+ →+

′′ ′+ + = >
 ′ ′= =

  

  :y(t)- כ לחזור ל" ואחz(t)מספיק לפתור את הבעיה הבאה עבור 

0 1 2 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) , 0

lim ( ) 0, lim ( ) 0
t t

a z t a z t a z t f t t

z t z t
→+ →+

′′ ′+ + = >
 ′= =

   

):כאשר מציבים ) ( )y t z t At B= + (0)-כך ש+ (0) 0z z′=   :לכן מתקיים. =

0 0( ) ( )y t z t y y t′= + + ⋅    1 2 0 2 0 1 0( ) ( )f t f t a y t a y a y′ ′= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅  
 מכיוון z(t)ך לפתור את הבעיה ההומוגנית עבור ורבשימוש בשיטה זו אין צ

  .0שפתרונה הוא 

  :ר"פתרון מערכות מד
  :נתונה המערכת הבאה

 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) , 0

(0) (0) 0

y t a y t a y t f t

y t a y t a y t f t t

y y

′ + + = 
′ + + = >
= = 

   

)1כאשר )f t2- ו ( )f tהן פונקציות מקור רציפות  .  

 :Iשיטה 

1נעבור לתמונות   1 2 2( ) ( ), ( ) ( )y t Y p y t Y p→ : נסמן. →

11 12

21 22

( )
p a a

p
a p a

+
∆ =

+
 .  

: אז לפי כלל קרמר

1 12

2 22

1

( )

( )
( )

( )

F p a

F p p a
Y p

p

+
=

∆
,

11 1

21 2

2

( )

( )
( )

( )

p a F p

a F p
Y p

p

+

=
∆

  

  

1פתרון במקרה שקשה למצוא את  :IIשיטה  2( ), ( )F p F p:  

1מוצאים פונקציות  2 1 2, , ,α α β βכך שהן פתרונות למערכות הבאות :  

2 11 2 12 2

2 21 2 22 2

2 2

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 1

(0) (0) 0

t a t a t

t a t a t

α α β

β α β
α β

′ + + =
 ′ + + =
 = =

 
1 11 1 12 1

1 21 1 22 1

1 1

( ) ( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 0

(0) (0) 0

t a t a t

t a t a t

α α β

β α β
α β

′ + + =
 ′ + + =
 = =

   

  .)י השיטה הקודמת"פותרים ע(
 :י"הפתרון למערכת המקורית נתון ע

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 21 1 2 1

2 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

f t f ty f
Y

y f f t f t

α αα α
β β β β

′ ′∗ + ∗ ′ ′     
= = ∗ =         ′ ′ ′ ′∗ + ∗       

  

 )מסמן פעולת כריכה(* 

ר ליניארית עם מקדמים "רון בעיית קושי למדפת
   :קבועים בעזרת התמרת לפלס

  :נתונה בעיית קושי הבאה
 

0 1 2

0 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( ), 0

lim ( ) , lim ( )
t t

a y t a y t a y t f t t

y t y y t y
→+ →+

′′ ′+ + = >
 ′ ′= =

   

)כאשר  )f tמקור ו 
0 1 2, ,a a aקבועים וממשיים  .  

)אם  )f tיים פתרון יחיד והוא מקוריה קאז לבע,  מקור רציפה.  

)תהי : פיתוחמשפט )F p כך שניתן לפתחה לטור חזקות לפי
1

p
 :  

0

1
( ) ... ...n

n

a a
F p

p p +
= + + 0p הטור מתכנס עבור אם. + R>  אז <

1
0

0, 0
( )

... ..., 0
1! !

nn

t
f t aa

a t t t
n

<


= 
+ + + + ≥

בנוסף 

0 0, 01  lim n
nn

s l l a
→∞

≤ + =  

) :פונקצית מקור )f t  מרוכבת שלtוגם, רציפה למקוטעין,  ממשי ( ) 0f t ≡ 

0tעבור  , וגם > 0s R M∃ ∈ ∃ ):  כך ש< )   stf t Me t R≤ ∀ ∈ 

} החסם התחתון :מעריך הגידול }0s inf S
S

=  

0  :ותנוסחא

ln ( )
lim

f t
s

tt
=

→∞
  ,  
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0

sup ( ) s t

t

M f t e ε− +

≥
= 

0 :פונקציית הביסייד , 0
( )

1 , 0

t
t

t
η

 <
= 

≥
  

) :התמרת לפלס ) ( )
0

ptF p f t e dt
∞ −= ∫  

 התמרות לפלס שימושיות:
)  חום הת )F s   התחום ( )f t  

0s >  1

s
 

0t >  1 

Res z>  1

s z−
 

0t >  ,zte z∈ℂ  

0s >  
2 2

a

s a+
 

0t >  sin ,at a∈ℝ  
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2 2

s

s a+
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1

!
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s +
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2 2

a
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2
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at

−−
=  
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2 2
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2
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, 0

c se
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−

>  
0t >  1,

0 , ( )
0,c

t c
c R u t

t c

≥
≤ ∈ = 

<
 

  

  :לפלסתכונות התמרת 
  

( )
0

( )

Re( )

are f r L p a

p a s

− → +

+ >

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f t f t L p L pα β α β+ → +  

0

( ) ( )
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p s
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1
( )
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p a s a

 →  
 

> ⋅ ∀ >

  

1
( ) ( )

p

f r F s ds
r

∞

→ ∫ 

אם 
( )f r

r
   מקור

( )( ) ( 1) ( )n n nr f r L p→ −  

0

( )
( )

r L p
f s ds

p
→∫  

1: בורל 2 1 2( )( ) ( ) ( )f f r L p L p∗ → ⋅  

 .פהבעלת נגזרת רצי g(t) כאשר :דיואמל
( * )( ) (0) ( ) ( * )( ) ( ) ( )

d
f g t g f t f g t p F p G p

d t
′= + → ⋅ ⋅

( ) 1 2 ( 1)( ) ( ) (0) (0) ... (0)k k k k kf r p L p p f p f f− − −′→ − − − )אם − ) ( )kf r מקור 
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0

1
( ) ( )

1

T
pr

pT
F p e f r dr

e
−

−
=

− ) עבור פונקציה מחזורית∫ ) ( )f x f x T= + 

limאז ,  היא תמונהF(p)אם  ( ) 0
Re

F s
P s

=
= → ∞

  

) אם:משפט , )f r αמקורα∀ ( , ) ( , )f r F p aα וגם →

1

1

( , ) , ( , )
f

f r d r
α

α

α α α
α
∂
מקורות אז  ∫∂

1 1
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f

r F p f r d F p d
α α

α
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α α α α α α
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∂ ∫ ∫  

) אם :משפט )f rמקור  ,( ) ( )f r F p→ וגם 
0

( )f r
dr

r

∞

 קיים אז ∫

0 0

( )
( )

f r
dr F p dp

r

∞ ∞

=∫ ∫  

 
1:פונקציית גמא

0

( ) r xx e r dr
∞

− −Γ = ⋅∫.  

) :תכונות  1) ( )x x xΓ + = Γ ,( 1) !n nΓ + = ,
1

2
π Γ = 

 
,

1

( 1)
t

p
α

α

α
+

Γ +
→ 

1αעבור > −  

  

    :ת ערך שפהבעיי

:נתונה 
''( ) ( ) ( ) ( ),  x R

lim ( ) lim '( ) 0    
x x

y x q x y x f x

y x y x
→∞ →∞

− + = ∈

= 10 כאשר  = ( ) ( )locq x L R≤ ∈  

)- ב)קורקטית(  המשוואה פתירה:פתירות )
1

L R לכל אם   

( ) ( )
1

f x L R∈ המשוואה בעלת פתרון יחיד ( ) ( )
1

y x L R∈ וגם 

(0, )c∃ ∈ )כך שפתרון המשוואה ,∞ ) ( )
1

y x L R∈מקיים : 

, f L ( )
1 1 1

y c f R≤ ∀ ∈  

)- המשוואה פתירה ב:משפט )
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L R ⇔ (0, )a∃ ∈ ∞: 
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x a
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>
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∫  

)- פתירה באם המשוואה :מסקנה )
1

L Rו -( ) ( )
1

y x L R∈אז . פתרונה:  

( ) 0 , y'(x) 0y x → x עבור →   וגם ∞→

'' ( ) 3
1 1 1

y q x y f+ ≤  

}    וגם }( ) ''
( ) 1 1 1

y x c y y c f
c R

≤ + ≤  

  :תכונות משוואה פתירה
)1בעלת פתרון יחיד  .1 ) ( )y x L R∈  

)1הפתרון  .2 ) ( ) ( )y x L R C R∈ ∩, 

3. 1'' ( )y L R⇐ )אם ∋ ) ( )y x F σ→, 1אזי( ) ( )F L Rσ ∈ 

            4.        ( ) 0 , y'(x) 0y x → x עבור → →∞.  

2פיתרון סופי כאשר

0( )q x q const= =:  

  

  :ר עם סינוס וקוסינוס התמרת פורייה"פתרון מד

1

1

''( ) ( ) ( ) ( ) ,   ,  (0, )
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y x q x y x f x x R f L

y y y q x L
+− + = ∈ ∈ ∞ 


= ∞ = ∞ = ≤ ∈ ∞ 

  

(0)אם  0y אם .  אז נשתמש בהמשכה אי זוגית לכן נבחר סינוס התמרת פורייה=

(0) 0y′   . אז נשתמש בהמשכה זוגית ונבחר קוסינוס התמרת פורייה=

  :ה רציונליתמקור של תמונ

  :משפט

( )F p שבר רציונלי אמיתי )
( )

( )
( )

A p
F p

B p
) כאשר = ), ( )A p B p פולינומים 

,...,1עם קטבים )  שלא ניתן לצמצם np p1 - ו,..., nr r ים שלהם יהריבו הם

limומתקיים  ( ) 0
p

F p
→∞

)א "ז (= )F pשבר אמיתי (.  

  : אז
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
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r...בפרט עבור  r= =:  

 :משפט

( )F p 1 שבר רציונלי אמיתי עם קטבים,..., np p1  ו,..., nr r ים יריבוה הם

) הפיתוח לשברים אמייתים שלאם, שלהם )F pהינו מהצורה: 

1 1

( )
( )

krn
k l

l
k l k

M
F p
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=
k כאשר ∑∑− lMהמקור הואאז,  קבועים :  
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   :כריכה

) - וf(t)ו יהי )tϕאזי הקונבולוציה שלהם , מקורות( * )( )f tϕגם כן פונקציית מקור ,

}maxומעריך הגידול שלה  ( ), ( )}fσ σ σ ϕ≤.  

0

( * )( ) ( ) ( )
t

f t f t dϕ ξ ϕ ξ ξ= −∫.  

  .והפעולה קומוטטיבית, הכריכה היא פוקציה רציפה

0

0

1
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2
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  :)ארצלה( 4.1משפט 

)תהי נתונה פונקציה  , )f x y על הישר [ , ],  [ , ]    ( , )y c d x a b x y∈    כאשר ∋

,  d c b a− <∞ −   :אם מתקיימים התנאים הבאים .∞>

)הפונקציה  .1 , )f x y אינטגרבילית לפי xב [ , ]a b עבור כל [ , ]y c d∈ 

)הפונקציה  .2 , )f x y אינטגרבילית לפי y ב[ , ]c d עבור כל [ , ]x a b∈ 

3. 

,
sup ( , )
x y

f x y L≤ <∞
)הפונקציה  ( , )f x y חסומה בהחלט במישור   

[ , ] [ , ]a b c d×.( 

  :מחוזרריםאז קיימים שני האינטגרלים ה

 
( , ) ,   ( , )

b dd b

a cc a

f x y dx dy f x y dy dx
   
∫ ∫∫ ∫   

   

   

  .והם שווים אחד לשני 
  

  : נשתמש בהמשך בסימון הבא

{ }( ) ( , ):  [ , ),  [ , ],  x y x a y c d d cΠ ∞ = ∈ ∞ ∈ − <∞ 

  :4.3משפט 

]מתכנס במידה שווה ב) 4.1(אינטגרל  , ]y c d∈ ⇔ 
0 0

( )  0A A ε ε∃ = ∀ >  

2 : כך ש

2 1 0
[ , ] 1

sup ( , )     ( )
A

y c d A
f x y dx A A Aε ε

∈
≤ ∀ ≥ ≥∫

  

  
  :)קריטריון ויירשטראס( 4.4משפט 

)אם הפונקציה  , )f x y  

}מוגדרת ב .1 }( ) ( , ):  ,  [ , ]x y x a y c dΠ ∞ = ≥ ∈ 

2. 
1

( , ) ( , )   [ , ]locf x y L a y c d∈ ∞ ∀ ∈ 

3. 

[ , ]
sup ( , ) ( ),  [ , )

y c d
f x y g x x a

∈
≤ ∈ ∞

 

4. 
1

( ) ( , )g x L a∈ ∞ 

) אז האינטגרל ) ( , )J y f x y dx
a

∞
] ב  מתכנס במידה שווה=∫ , ]y c d∈.  

  

  :)דריכלה-אבל (4.5משפט 

)אם הפונקציה  , )f x y  

}מוגדרת ב .1 }( ) ( , ):  ,  [ , ]x y x a y c dΠ ∞ = ≥ ∈ 

2. 
1

( , ) ( , )   [ , ]locf x y L a y c d∈ ∞ ∀ ∈ 

3. 
sup ( , ) ,  ,   [ , ]

x

x a a

f t y dt M M const y c d
≥

≤ <∞ = ∀ ∈∫
 

)הפונקציה  .4 )g xעבור 0 מונוטונית ומתכנסת ל x→+∞ 

אז האינטגרל 
( ) ( , ) ( )

a

J y f x y g x dx
∞

= ⋅∫
 מתכנס במידה שווה 

]ב , ]y c d∈.  

  עיקרון דריכלה

  : אם

)הפונקציה  .1 )f x אינטגרבילית בכל קטע סופי ( ),[ , ]A a a A>   

)והאינטגרל    )
A

a
f x dx∫

  :A    חסום במידה שווה על  

0

sup ( )
A

aA

f x dx
>

∫ < ∞
  

  
הפונקציה   .2

( ) 0g x →
  )שאיפה מונוטונית (∞→x כאשר 

אזי האינטגרל 

0

( ) ( )f x g x dx
∞

∫

 . מתכנס

  :4.7משפט 

)אם הפונקציה  , )f x y  

}מוגדרת ב .1 }( ) ( , ):  ,  yx y x a cΠ ∞ = ≥ ≥ 

)רציפה ב .2 )Π  . כפונקציה של שני משתנים∞

האינטגרלים  .3
( , ) ,  ( , )

ca

f x y dx f x y dy
∞∞

∫∫
 מתכנסים במידה 

 .בכל קטע סופי) yהשני לפי , x הראשון לפי(שווה 

: אחד מהאינטגרליםאז אם קיים 

( , ) ,  ( , )
a cc a

f x y dx dy f x y dy dx
∞ ∞∞ ∞   
∫ ∫∫ ∫      

  

  : אזי קיימים ושווים האינטגרלים המחוזררים

( , ) = ( , )
a cc a

f x y dx dy f x y dy dx
∞ ∞∞ ∞   
∫ ∫∫ ∫      

 

  :4.6משפט 

)תהי הפונקציה  , )f x y ,אם מתקיים:  

1. ( , )f x yמוגדרת ב { }( ) ( , ):  ,  [ , ]x y x a y c dΠ ∞ = ≥ ∈ 

2. ( , )f x yרציפה ב ( )Π  . כפונקציה של שני משתנים∞

האינטגרל  .3
( ) ( , )

a

J y f x y dx
∞

= ∫
 מתכנס במידה שווה 

]ב , ]y c d∈ 

)אז הפונקציה  )J yרציפה ב [ , ]y c d∈וגם מתקיים השוויון :  

( ) ( , ) ( , )
d dd

c a cc a

J y dy f x y dx dy f x y dy dx
∞ ∞   

= =∫ ∫ ∫∫ ∫      

 

  :נוסחת דיריכלה

)}, D- פונקציה רציפה בf(x,y)-נניח ש , ) : 0, 0}D x y x y= ≥  - ו≤

0 0

[ ( , ) ]
x

f x y dy dx
∞

< ∞∫   : אזי∫

0 0 0

[ ( , ) ] [ ( , ) ]
x

y

f x y dy dx f x y dx dy
∞ ∞ ∞

=∫ ∫ ∫ ∫  

    אינטגרל לא אמיתי :4.2הגדרה 

( ) ( , ) ,  [ , ]    (4.1)
a

J y f x y dx y c d
∞

= ∈∫
  

]- במתכנס במידה שווהנקרא  , ]y c d∈ ,אם מתקיים:  

1. [ , ]y c d∀ ) האינטגרל ∋ )J yקיים  

2. 
0 0

( )   0A A aε ε∃ = ≥ ∀  כך שלכל <
0

A A≥
 : מתקיים האי שוויון הבא

[ , ]
sup ( , )

y c d A
f x y dx ε

∞

∈
≤∫
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 :אינטגרלים לא אמיתיים
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 :נוסחאות טריגונומטריות

 :אינטגרלים שימושיים
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