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 11הרצאה 
 נגזרות חלקיות מסדר גבוה

𝑓: 𝑈 → ℝ𝑚 

𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛 
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖1

(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈, 1 ≤ 𝑖1 ≤ 𝑛 

 קיימתנניח כי 
𝜕

𝜕𝑥𝑖2

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖1

) (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈 

נניח שקיימת 
𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑟−1

(
𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑟−2

(… (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖1

))) (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈 

1 ≤ 𝑖1, … , 𝑖𝑟−1 ≤ 𝑛 

נניח שקיימת 
𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑟

(
𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑟−1

(
𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑟−2

(… (
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖1

)))) (𝑎), 𝑎 ∈ 𝑈. 

 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) = {
𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
      𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0                            𝑥 = 𝑦 = 0

 

𝑎 = (0,0) 
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑎) =

? 𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
) 

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑎) = lim

𝑥→0

𝜕𝑓
𝜕𝑦

(𝑥, 0) −
𝜕𝑓
𝜕𝑦

(0,0)

𝑥
 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) =

𝑑

𝑑𝑦
𝑓(0, 𝑦)|𝑦=0 = 0 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥, 0) = lim

𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 0)

𝑦
= lim

𝑦→0

𝑥𝑦
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2

𝑦
= 𝑥 

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (0,0) = lim

𝑥→0

𝑥 − 0

𝑥
= 1 

𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑓(𝑦, 𝑥) 
𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) (0,0) = −1 

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑎) ≠

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
) 
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 משפט
𝑈 ⊂∘ ℝ2     𝑓: 𝑈 → ℝ 

 נניח כי:

1) ∃
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑥, 𝑦) ,

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)(𝑥, 𝑦) 

2) 
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑥, 𝑦) ,

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)(𝑥, 𝑦) רציפות בU. 

אזי 
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) (𝑥, 𝑦) 

 הוכחה
∆2= 𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + ℎ) − 𝑓(𝑎, 𝑏 + ℎ) − 𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏) + 𝑓(𝑎, 𝑏) = 

     = [𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + ℎ) − 𝑓(𝑎, 𝑏 + ℎ)] − [𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏) − 𝑓(𝑎, 𝑏)] 

𝜑(𝑡)נגדיר  ≔ 𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑡) − 𝑓(𝑎, 𝑏) 

∆2= 𝜑(𝑏 + ℎ) − 𝜑(𝑏) = (𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒) =
𝑑𝜑

𝑑𝑡
(𝑏 + θ1⏟

0<𝜃1<1

ℎ) ℎ 

𝑑𝜑

𝑑𝑡
(𝑏 + 𝜃1ℎ) =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝜃1ℎ) −

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏 + 𝜃1ℎ) = (𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒) =

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑎 + 𝜃2ℎ, 𝑏 + 𝜃1ℎ)ℎ 

Δ2 =
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑎 + 𝜃2ℎ, 𝑏 + 𝜃1ℎ)ℎ2 ⇔

∆2

ℎ2
=

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑎 + 𝜃2ℎ, 𝑏 + 𝜃1ℎ) 

=2∆מצד שני :  [𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + ℎ) − 𝑓(𝑎 + ℎ)] − [𝑓(𝑎, 𝑏 + ℎ) − 𝑓(𝑎, 𝑏)] 

𝜓(𝑡) ≔ 𝑓(𝑡, 𝑏 + ℎ) − 𝑓(𝑡, 𝑏) 

∆2= 𝜓(𝑎 + ℎ) − 𝜓(𝑎) =
𝜕𝜓

𝜕𝑡
(𝑎 + 𝜇1ℎ)ℎ 

𝜕𝜓

𝜕𝑡
(𝑎 + 𝜇1ℎ) =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎 + 𝜇1ℎ, 𝑏 + ℎ) −

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎 + 𝜇1ℎ, 𝑏) =

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) (𝑎 + 𝜇1ℎ, 𝑏 + 𝜇2ℎ)ℎ  

(0 < 𝜇1, 𝜇2 < 1) 

lim
ℎ→0

∆2

ℎ2 =
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑎, 𝑏) .)לפי הרציפות של הנגזרות )ולכן של פונ' הרכבה 

limבנוסף 
ℎ→0

∆2

ℎ2 =
𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) (𝑎, 𝑏)  ולכן

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) (𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
) (𝑥, 𝑦) 

 מסקנה

אם קיימות 
𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑟

(…
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖1

) (𝑥),
𝜕

𝜕𝑥𝑗𝑟

(…
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗1

) (𝑥) 𝑥 ∈ 𝑈 והן רציפות בסביבה של .𝑎 .אזי הן שוות 

 

 הגדרה
𝐶𝑟(𝑈) ≔ {𝑓: 𝑈 → ℝ ∶  {כל נגזרות מסדר 𝑟 קיימות ורציפות

𝐷𝑟(𝑈) ≔ {𝑓: 𝑈 → ℝ ∶  {כל נגזרות מסדר 𝑟 קיימות

𝑓תהי  ∈ 𝐶𝑟(𝑈) נגזרת מסדר ,𝑟 :𝐷𝑖1,…,𝑖𝑟
𝑓 =

𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑟

(
𝜕

𝜕𝑥𝑖𝑟−1

(…
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖1

)לדוגמא  ((
𝜕

𝜕𝑥2
(

𝜕

𝜕𝑥1
(

𝜕

𝑥2
…

𝜕𝑓

𝜕𝑥3
)) ( 
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D𝑖1,…,𝑖𝑟
𝑓 =

𝜕𝛼1

𝜕𝑥1
𝛼1

(…
𝜕𝛼𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝛼𝑛

) 𝑓               
𝜕𝛼𝑗

𝜕𝑥
𝑗

𝛼𝑗
=

𝜕

𝜕𝑥𝑗
…

𝜕

𝜕𝑥𝑗
 

𝐷𝑖1,…,𝑖𝑟
𝑓 =

𝜕𝛼1+⋯+𝛼𝑛𝑓

𝜕𝑥1
𝛼1 , … , 𝜕𝑥𝑛

𝛼𝑛
 

 מולטי אינדקסים
𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛)   𝛼𝑗 ∈ {0} ∪ ℕ 

n- : מימד|𝛼| ≔ 𝛼1 + ⋯ 𝛼𝑛 = ||𝛼||
1

 

𝛼! ≔ 𝛼1! … 𝛼𝑛! 

ℎ ∈ ℝ𝑛   𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛) ∶ ℎ𝛼 ≔ ℎ1
𝛼1 … ℎ𝑛

𝛼𝑛 

 הגדרה
𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛) 

𝐷𝛼𝑓 ≔
𝜕|𝛼|𝑓

𝜕𝑥1
𝛼1 , … , 𝜕𝑥𝑛

𝛼𝑛
 

 דיפרנציאל מסדר גבוה
,𝑝(𝑥1יהי פולינום  … , 𝑥𝑛) = ∑ 𝑐𝛼𝑥𝛼 = ∑(𝑐𝛼1,…,𝛼𝑛

𝑥1
𝛼1 … 𝑥𝑛

𝛼𝑛)  כאשר|α| ≤ N 

,𝑝(𝑥לדוגמא  𝑦, 𝑧) = 4𝑥2𝑦𝑧 + 2𝑧 + 𝑥 + 𝑦 

deg(𝑃) = max{|𝛼| ∶ 𝑐𝛼 ≠ 0} 

𝑃(𝑥) = ∑ 𝐶𝛼𝑥𝛼

|𝛼|≤𝑁

        𝑥𝛼 = 𝑥1
𝛼1 … 𝑥𝑛

𝛼𝑛 

 הגדרה
𝑃  פולינום הומוגני ממעלה𝑚  אם𝑃(𝜆𝑥) = 𝜆𝑚𝑃(𝑥) 

,𝑓(𝑥לדוגמא  𝑦, 𝑧) = 𝑥3 + 2𝑥2𝑦 + 10𝑧3       𝑚 = 3 

 תרגיל
𝑃  הומוגני מסדר𝑚 ⇔  𝑃(𝑥) = ∑ 𝐶𝛼𝑥𝛼

|𝛼|=𝑚 

 בינום של ניוטון מוכלל

(𝑎 + 𝑏)𝑟 = ∑ (
𝑟
𝑘

) 𝑎𝑘𝑏𝑟−𝑘

𝑟

𝑘=0

= ∑
𝑟!

𝛼1! 𝛼2! 
𝑎𝛼1𝑏𝛼2

𝛼1+𝛼2=𝑟

 

 בינום מוכלל

(𝛼1 + ⋯ 𝛼𝑛)𝑟 = ∑
𝑟!

𝛼1! … 𝛼𝑛!
𝑎1

𝛼1 … 𝛼𝑛
𝛼𝑛

𝛼1+⋯+𝛼𝑛=𝑟

= ∑
𝑟!

𝛼!
𝑎𝛼

|𝛼|=𝑟

 


