
  1 פיתרון תרגיל –ר למתמטיקאים "מד

 : משוואה דיפרנציאלית עבור כל הישרים במרחק יחידה מהראשית . 1

   בעל משוואה 𝑥 של y מהראשית שמתואר כפונקציה 1ישר במרחק 

  𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 או  𝑚𝑥 − 𝑦 + 𝑏 = מגיאומטריה אנליטית אנו יודעים כי  . 0

𝐴𝑥מרחק ישר הנתון על ידי  + 𝐵𝑦 + 𝐶 = ,𝑥0) מנקודה 0 𝑦0) הוא  : 

  
 𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶 

 𝐴2+𝐵2
 :  נקבל 1אם נדרוש שמרחק הישר מהראשית הוא , ואצלנו  .   

         1 =
𝑏

± 𝑚2+1
′𝑦ומכאן עובר שיפוע נתון ,  = 𝑚 1 ישרים במרחק 

 : מהראשית עם שיפוע כזה הם מהצורה 

 𝑚2 + 1 𝑦 = 𝑚𝑥 ′𝑦  וקיבלנו עבור ± = 𝑚   כי   y′ 2 + 1 𝑦 = 𝑦′𝑥 ±  

𝐲′𝐱): או  − 𝐲)𝟐 = 𝐲′ 𝟐 +  . פיתרון   - 𝟏

𝑦′𝑐𝑜𝑡𝑥 .א.2 + 𝑦 = 2, 𝑦 0 = −1 : 

G והפיתרון שנקבל בהפרדת המשתנים והצבת , מקיים את תנאי ההתחלה

𝐲:     תנאי ההתחלה הוא  = 𝟐 − 𝟑𝐜𝐨𝐬𝐱 -  פיתרון  . 

′𝑦. ב = cos⁡(y − x + 1) :  

𝑧לפי השיטה הכללית למשוואות מסוג זה נציב   = 𝑦 − 𝑥 +  ואז נקבל  1

′𝑦:     בגזירה לפי איקס  = 𝑧 ′ + 1 = cos⁡(𝑧) ,   או    :
𝑑𝑧

cos  z −1
= 𝑑𝑥  

 : ובהפרדת המשתנים ואחרי אינטגרציה נקבל  פיתרון 

  𝐜𝐨𝐭  
𝒚−𝒙+𝟏

𝟐
 = 𝒙 + 𝒄   פיתרון   . 

′y. ג =  4x + 2y − 1 :   

 נציב   

z = 4x + 2y − 𝑧:  ונקבל   , 1 ′ = 4 + 2y′ ⇐   𝑦′ =
z ′ −4

2
=  z ,  ר ב"מד -

𝑧.⟸  
𝑑𝑧

2 z+4
= 𝑑𝑥ר " ונקבל פיתרון למד    הפרדת משתנים : 

𝒙 + 𝑪 =  𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟏 − 𝟐𝒍𝒏 𝟐 +  𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝟏    



𝒚. ד − 𝒙𝒚′ = 𝒂(𝟏 + 𝒙𝟐𝒚′ )  : 

 :   ונקבל משוואה מופרדת ′𝑦פשוט נבודד את   

  
𝑑𝑦

y−𝑎
=

1

𝑥(1+𝑎𝑥 )
  : (...עם שימוש באינטגרציית שברים יסודיים )שפיתרונה  , 

 𝒚 = 𝒂 + 𝑪
𝒙

𝒂𝒙+𝟏
 .    

′𝒚. ה =
𝟒𝒚−𝟐𝒙−𝟔

𝒚+𝒙−𝟑
   

𝑢נשתמש בשיטה של החלפת משתנים     = 𝑥 + 𝑎 , 𝑣 = 𝑦 + 𝑏ל   -𝑎, 𝑏 

 מתאימים כך ונשים לב כי 
4 −2
1 1

 ≠ 0 :  

−2𝑥+4𝑦−6

𝑥+𝑦−3
=

−2 𝑢−𝑎 +4 𝑣−𝑏 −6

 𝑢−𝑎 + 𝑣−𝑏 −3
=  

     =
−2𝑢+4𝑣+[2𝑎−4𝑏−6]

𝑢+𝑣+[−𝑎−𝑏−3]
     

,𝑎נמצא   𝑏 כך שהאיברים בסוגריים במונה ובמכנה  יתאפסו  . 

𝑎:  נמצא  = −1, 𝑏 = :   ונקבל אחרי הצבה 2−
𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

−2𝑢+4𝑣

𝑢+𝑣
 שהיא כבר 

𝑧ובהצבת    (!)הומוגנית  =
𝑣

𝑢
  נקבל הפרדת משתנים  

   
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

− z−2 (z−1)

 1+z 𝑢
z: מכאן נקבל פיתרונות סיגולריים   .   = 1, z = נזכיר ) 2

 פיתרונות אלו מתאימים לפתרונות –( u הוא פונקציה של zשבשלב הזה 

𝑦:  במשתנים המקוריים  = 𝑥 + 1 , 𝑦 = 2𝑥 . ר "ואחרי שנפתור את המד

  :   x , yהמופרדת נקבל פיתרון במונחי 

(𝒚 − 𝟐𝒙)𝟑 = 𝐂(𝐲 − 𝐱 − 𝟏)𝟐  

  . הסינגולארייםובנוסף הפתרונות 

′𝟐𝒙𝒚.  א.3 = 𝟐𝒚 +  𝒙𝟐 + 𝟒𝒚𝟐 :   

 :  ניתן להציגה –זו משוואה הומוגנית 

𝑦′ =
y

x
+  

1

4
+ (

y

x
ר הומוגנית ושימוש ברמז " ואחרי פיתרון בשיטה של מד 2(

𝟏:   נקבל תשובה  (...) + 𝟒𝑪𝒚 − 𝑪𝟐𝒙𝟐 =    Cעבור קבוע    ,   𝟎



′𝒙𝒚. ב = 𝒚𝒄𝒐𝒔(𝒍𝒏
𝒚

𝒙
)   

𝐜𝐨𝐭:  גם זו משוואה הומוגנית ופתרונה   
𝒍𝒏

𝒚

𝒙

𝟐
 = 𝒍𝒏 𝒙 + 𝑪     

𝑒−y𝑑𝑥. א. 4 −  2𝑦 + 𝑥𝑒−𝑦 𝑑𝑦 = 0   

𝒙𝒆−𝒚:  פיתרון  − 𝒚𝟐 = 𝑪     

 

3𝑥2 1. ב + lny dx =  2y −
x3

y
 dy  

𝒙𝟑:  פיתרון  + 𝒙𝟑𝒍𝒏𝒚 − 𝒚𝟐 = 𝑪   .   

𝑃𝑑𝑥ונניח כי  , שימוש בנתון על הומוגניות הפונקציה . 5 + 𝑄𝑑𝑦 = 0  

מראים ישירות על סמך חישוב כי  
1

𝑥𝑃+𝑦𝑄
 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = ר " היא מד0

 ! מדוייקת בעזרת קיום תנאי המדוייקות וזהות אויילר 

μ𝑃𝑑𝑥כלומר שיתקיים כי  , 𝜇נרצה למצוא גורם אינטגרציה . 6 + 𝜇𝑄𝑑𝑦 = 0 

𝑡 פונקציה של  𝜇 –מדוייקת ו  = 𝑥2 + 𝑦2.  

:   תנאי מדוייקות הוא 
∂(μ𝑃)

∂y
=

∂(μQ)

∂x
  ואחרי פיתוח הנגזרות האלו נקבל עבור  

𝜇הצגה   = 𝜇 𝑡 𝑥, 𝑦  , 𝑡 = 𝑥2 + 𝑦2 ,  ומכאן התנאי המדוייקות : 

  
dμ

d𝑡

∂t

∂𝑦
𝑃 + 𝜇

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝑑𝜇

𝑑𝑡

𝜕𝑡

𝜕𝑥
𝑄 + 𝜇

𝜕𝑄

𝜕𝑥
 . (כלל השרשרת ) 

:  מזה נקבל 
𝜇 ′ (𝑡 𝑥,𝑦 )

𝜇
=

[
∂Q

∂x
−

∂𝑃

∂y
]

[
∂𝑡

∂y
𝑃−

𝜕𝑡

𝜕𝑥
𝑄]

 ונדרוש כי צד ימין יהיה פונקציה של   ,  

 𝑡 = 𝑥2 + 𝑦2 .  כאשר ניתן להשתמש ב ! זה התנאי המבוקש–  

   
∂𝑡

∂y
= 2y,

∂t

∂x
= 2𝑥    

 : פתרונות .  7

𝜇.  א =
1

𝑥2   ⟹    𝑦2 + 𝑥𝑙𝑛𝑥 = 𝐶𝑥   

 : נשתמש באותו רעיון הוכחה כמו של השאלה הקודמת ונקבל .ב



𝜇 =  𝑥 + 𝑦 2 ⟹     𝒙 + 𝒚 𝟑 𝒙𝟐 + 𝒚𝟑 = 𝑪   

𝑥2-   נחפש גורם אינטגרציה שתלוי ב . ג + 𝑦2.  

 :  נקבל 6על סמך שאלה 

𝜇 =
1

𝑥2+𝑦2
⟹ 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧

𝒚

𝒙
= 𝒙𝟑 + 𝑪   .  

𝑦זוהי משוואת ריקטי עם פיתרון אחד שהוא  . א.  8 = 𝑥.  

𝒙:   ר"פיתרון המד + (𝒄 − 𝒙)−𝟏 

𝒚:   משוואת ברנולי שפיתרונה .  ב = 𝒙𝟒(𝑪 + 𝟎. 𝟓𝒍𝒏 𝒙 )𝟐 


