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p ∈ X פולינום לכל וקטורי1. מרחב הוא X כי ברור .p : R → R ממשיים מקדמים עם הפולינומים כל אוסף X יהי 3 תרגיל
.p של המקדמים של המוחלטים הערכים סכום להיות �p� את נגדיר

מקיימת? היא הנורמה מאקסיומות אילו לא, ואם ?X על נורמה היא � · � האם

לנורמה. התנאים שלושת הוכחת ע"י זאת נוכיח .X על נורמה אכן היא � · � הוכחה.

כי ברור אז p ≡ 0 אם חיוביים. ערכים של כסכום הוגדרה הנורמה שכן ,p ∈ X פולינום לכל �p� ≥ 0 כי לראות קל .1
מן אחד כל בהכרח ולכן ,0 הוא p של המקדמים של המוחלטים הערכים סכום אז ,�p� = 0 אם השני, לצד .�p� = 0

.p ≡ 0 בהכרח ולכן 0 שווה הללו המקדמים

מתקיים: .p = a0 + a1x + · · · + anxn כי נניח אזי, .p ∈ Xו־ α ∈ R יהי .2

�αp� = �αa0 + αa1x + · · · + αanxn� =
n�

i=0
|αai| = |α|

n�

i=0
|ai| = |α| · �p�

ונסמן ,n = max{deg(p), deg(g)} נסמן .p, q ∈ X נניח .3

p = a0 + a1x + · · · + anxn

q = b0 + b1x + · · · + bnxn

מתקיים כעת, ל־0. כעת מוגדרים קודם מוגדרים היו שלא המקדמים כאשר

�p + q� = �(a0 + b0) + (a1 + b1)x + · · · + (an + bn)xn� =
n�

i=0
|ai + bi| ≤

≤
n�

i=0
|ai| + |bi| =

n�

i=0
|ai| +

n�

i=0
|bi| = �p� + �q�

בממשיים. המשולש מאי־שיוויון נובע השלישי אי־השיוויון כאשר

.X על נורמה � · � ולכן לנורמה, התנאים כל את הוכחנו סה"כ ולכן

בנך. מרחב הוא (Y, � · �) כי הוכיחו סגור. תת־מרחב Y ⊆ X ויהי בנך2, מרחב (X, � · �) יהי 4 תרגיל

והיא Y ל־ � · � את לצמצם וניתן X של וקטורי תת־מרחב Y שכן נורמי מרחב מהווה עדיין (Y, � · �) כי לב נשים הוכחה.
ההנחה, לפי .Y ב־ קושי סדרת {xn} תהי כך, לשם שלם. מרחב (Y, � · ש־(� להוכיח נותר ולכן, הנורמה. תכונות על תשמור
.x ∈ Y כלומר, להתכנסות, סגורה ולכן סגורה Y הנתון, לפי .xn → xש־ כך x ∈ X קיים ולכן שלם ולכן בנך מרחב X

מקיימת: xn הסדרה Y שב־ נקבל ,Xשב־ כשם Y ב־ המטריקה באותה שמדובר מכיוון

lim
n→∞

�xn − x� = 0

בנך. מרחב סה"כ ולכן שלם, (Y, � · �) ולכן מתכנסת קושי סדרת כל ולכן ,xל־ Y ב־ מתכנסת גם היא ולכן

זאת. להוכיח צורך 1אין

שלם. נורמי 2מרחב
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