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 תזכורת

 משוואת בסל:

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝜈2)𝑦 

 𝐽𝜈המשוואה הם פונקציות בסל פתרונות 

 פתרונות המשוואה:בנוסף, 

𝑦′′ + 𝑦 = 0 

 הם:

𝑦(𝑥) = 𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 

 ופתרונות המשוואה:

𝑦′′ + 𝑚𝑦 = 0 

 הם:

𝑦(𝑥) = 𝐴 sin 𝑚𝑥 + 𝐵 cos 𝑚𝑥 

 הערה

:𝐷2האופרטור  𝑦 → 𝑦′′  מודד הפרש בין𝑦 ע של בנקודה לבין ממוצ𝑦 .בסביבת הנקודה 

𝑦′ ≈
1

ℎ
[𝑦(𝑥 + ℎ) − 𝑦(𝑥)]

𝑦′′ ≈
1

2ℎ2
[[𝑦(𝑥 + ℎ) − 𝑦(𝑥)] − [𝑦(𝑥) − 𝑦(𝑥 − ℎ)]]

𝑦′′ =
1

2ℎ2
[
𝑦(𝑥 + ℎ) + 𝑦(𝑥 − ℎ)

2
− 𝑦(𝑥)]

 

 משוואת המיתר

{
𝑦′′ + 𝑚2𝑦 = 0

𝑦(0) = 0, 𝑦(𝐿) = 0
 

𝑚 ∈
2𝜋

𝐿
ℤ 

Δ𝑦 + 𝑚2𝑦 = 0 

 :השפהעל 

𝑦 ≡ 0 

 הערה

Δ𝑦שרוצים לפתור את המשוואה נניח  + 𝑚2𝑦 =  בגיאומטריה פשוטה יחסית של דיסק 0

𝑦 ∣𝑠= 𝑢(𝜃) ( Δ שנייה תהוא הלפלסיאן, כלומר הכללה של נגזר). 
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𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 

𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2 

tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
 

 

 
 

 :ת מהצורההסימטריות, נחפש פתרונו בגלל

𝑦(𝑟, 𝜃) = 𝑅(𝑟) ⋅ 𝑇(𝜃) 

⟹ Δ =
𝜕2𝑦

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝑦

𝜕𝜃2
+ 𝑚2𝑦 = 0  

 לכן הצבת הצורה המיוחדת

𝑦 = 𝑅(𝑟) ⋅ 𝑇(𝜃) 

 :נותן את המשוואה

0 = 𝑅′′(𝑟)𝑇(𝜃) +
1

𝑟
𝑅′(𝑟)𝑇(𝜃) +

1

𝑟2
𝑅(𝑟)𝑇′′(𝜃) + 𝑚2𝑅(𝑟)𝑇(𝜃) 

0 = 𝑟2
𝑅′′(𝑟)

𝑅(𝑟)
+ 𝑟

𝑅′(𝑟)

𝑅(𝑟)
+

𝑇′′(𝜃)

𝑇(𝜃)
+ 𝑟2𝑚2 

 (הפרדת משתנים)

⟹
𝑇′′(𝜃)

𝑇(𝜃)
= 𝐶 ⟹ 𝐶 = −𝑛2 

𝑇(𝜃) = 𝐴 sin(𝑛𝜃) + 𝐵 cos(𝑛𝜃) 

𝑢(𝜃)כאשר  ≡ 𝑛בהכרח גל סימטרי רדיאלי, נקבל קבוע,  1 = 0. 

0 = 𝑟2
𝑅′′(𝑟)

𝑅(𝑟)
+ 𝑟

𝑅′(𝑟)

𝑅(𝑟)
+ (𝑟2𝑚2 − 𝑛2) 

 :פתרונות למשוואה יהיו

𝑅𝑚(𝑟) = 𝑅(𝑚𝑟) 

 :פותר את המשוואה 𝑅(𝑟)כאשר 

0 = 𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) + (𝑟2 − 𝑛2)𝑅(𝑟) 

 .𝑟 –זוהי משוואת בסל ב 

cosשל  "דוד-בן"הוא  𝐽0 :מסקנה 𝑥  .במישור𝐽𝑛  נובע מפתרונות עם שינוי בכיוון𝜃. 


