שיעור 11 - הלמה של צורן
הגדרה. קבוצה A אשר מוגדר עליה יחס סדר חלקי R נקראת קבוצה סדורה חלקית. תת קבוצה של קבוצה סדורה חלקית 
הלמה של צורן. תהי A קבוצה סדורה חלקית לא ריקה כך שלכל שרשרת המוכלת ב-A קיים חסם מלעיל מ-A. אזי קיים ב-A איבר מקסימלי (איבר שאין איבר שונה ממנו ה"גדול" ממנו).


הלמה של צורן שקולה לאקסיומת הבחירה. תהי [image: image1.png]
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 משפחה של קבוצות. אזי קיימת פונקציה 
[image: image3.png]f{Atier = U A



 
המקיימת
 [image: image4.png]


. 
במילים פשוטות: ניתן לבנות פונקציה (שימו לב, מקורותיה הם הקבוצות 
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 ולא איבריהם) הבוחרת נציג מכל קבוצה להיות תמונתה:
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דוגמא. תהי [image: image7.png]


 פונקציה. הוכח שקיים צמצום חח"ע של f בעל תמונה זהה ל-f.
(
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הוכחה
באמצעות אקסיומת הבחירה:

 נציג את A כאיחוד אוספי המקורות של כל תמונה של הפונקציה:
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לפי אקסיומת הבחירה ניתן לבנות פונקציה
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 השולחת כל קבוצת מקורות לנציג כלשהו שלה. (בחרנו מקור בודד כדי "לכסות" את b בטווח).
נבחר את הפונקציה המבוקשת להיות:

 [image: image11.png]Slim(g)



 
ונראה שהיא הינה חח"ע ותמונתה שווה לזו של  f. 

שימו לב, תחום h הינה קבוצת מנה, לכן שיוויון בין מקורות הינו שיוויון בין מחלקות שקילות.

נניח 
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 . אבל מעל 
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 מתקיים 
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 כנדרש.

כמו כן, מכיוון שמכל מקור נבחר נציג, כל התמונה של f מתקבל: 
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באמצעות הלמה של צורן:

נביט באוסף תתי הקבוצות של A כך שהצמצום של f עליהן חח"ע:
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קל להוכיח כי עבור כל שרשרת הכלה ב-L האיחוד הכללי של השרשרת גם שייך לאוסף:
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ולכן הוא חסם מילעל ביחס להכלה בשרשרת. 
מהלמה, יש קבוצה מקסימלית 
[image: image18.wmf]L
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 ביחס להכלה, שהצמצום של  f עליה הינו חח"ע.

כיוון שזו קבוצת מקורות מקסימלית, לא ניתן להוסיף לה מקורות נוספים ולהגדיל את התמונה, ומכאן ישנן שתי אופציות:

(i) 
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 (ואז f חח"ע וסיימנו) 
(ii) אם 
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לא חח"ע (בגלל מקסימליותה של 
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. כלומר, לא קיים איבר נוסף בתמונה של f שלא קיבלנו כבר (ולכן התמונה של הצמצום זהה לתמונה של כל f כפי שרצינו).


תרגיל ממבחן תשס"ט מועד א' (ד"ר שי סרוסי וד"ר אלי בגנו). קבוצה נקראת "מגניבה" אם ההפרש בין כל שני איברים שונים בה אינו רציונאלי. הוכח כי קיימת קבוצה מגניבה C כך שלכל [image: image24.png](' B



 מתקיים כי B אינה מגניבה. כמו כן, הוכח שמתקיים שלכל איבר שאינו ב-C יש איבר מ-C אשר ההפרש ביניהם רציונאלי.

הוכחה
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נביט באוסף הקבוצות המגניבות וביחס ההכלה 
[image: image26.wmf](
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לכל שרשרת של קבוצות מגניבות מתקיים כי האיחוד הכללי שלהן הינו קבוצה מגניבה:

 כמו בתרגיל הקודם, אם x,y באיחוד הכללי אזי קיימות קבוצות בשרשרת S,T כך ש [image: image27.png]reSANyeT



. מכיוון שזו שרשרת, ניתן ללא הגבלת הכלליות לומר כי [image: image28.png]


 ולכן [image: image29.png]


  ולכן ההפרש ביניהן אינו רציונאלי כפי שרצינו.

אם כן, האיחוד הכללי הינו חסם מילעל של השרשרת (כי הוא מכיל את כל הקבוצות בשרשרת) מתוך אוסף הקבוצות המגניבות, ולכן לפי הלמה של צורן קיימת קבוצה מגניבה מקסימלית ביחס להכלה. נבחר את C המבוקשת להיות קבוצה מקסימלית זו, זה אומר שכל קבוצה מגניבה המכילה את C שווה לה. לכן כל B המכילה ממש את C היא בהכרח איננה מגניבה.
נניח שקיים איבר שאין לו הפרש רציונאלי עם אף איבר ב-C. אזי אם נוסיף אותו לC  נקבל קבוצה מגניבה המכילה ממש את C בסתירה למקסימליות C.


תרגיל. הוכח שלכל מרחב וקטורי קיים בסיס
הוכחה. נביט באוסף הקבוצות הבלתי תלויות 
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. קל להראות שלכל שרשרת באוסף זה יש חסם מלעיל: 
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לכן יש קבוצה בת"ל C מקסימלית ב-L, קל להוכיח שהיא פורשת:

נניח בשלילה כי קיים v שאיננה ניפרשת ע"י C אזי
[image: image33.wmf]}
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בת"ל בסתירה למקסימליות C.
לכן C בסיס.
תרגיל. תהיינה [image: image34.png]a < b



 עוצמות אינסופיות, ותהי קבוצה B כך ש [image: image35.png]



א. הוכח כי קיימת ל-B תת קבוצה A מעוצמה  a

ב. הוכח כי B היא איחוד זר של קבוצות אשר כל אחת מהן מעוצמה  a.

פתרון:

1. מההגדרה של השוואת עוצמות, קיימת פונקציה חח"ע מקבוצה בעוצמת a אל תוך B. התמונה של פונקציה זו הינה תת קבוצה A בתוך B מעוצמה a.
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ב. נביט באוסף כל האוספים של תתי קבוצות זרות של B שכל אחת מהן מעוצמה a
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 קל להראות שהאיחוד הכללי על כל שרשרת באוסף זה שייך לאוסף זה גם כן (כמו במיקרים קודמים, כל זוג אייברים (שהם קבוצות במקרה זה) יגיע מזוג קבוצות (שהן זוג אוספי קבוצות זרות במקרה זה), ובגלל שזו שרשרת הכלה יגיעו מאחת מהן ולכן יקיימו את כל תנאי הקבוצה). לכן לפי הלמה של צורן יש אוסף מקסימלי 
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[image: image39.wmf]i

A

 מעוצמה a.
כעת ישנן שתי אופציות:

1. האיחוד הכללי על האוסף הנתון הוא כל  B. סיימנו.
2. 
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. עוצמת F קטנה מ-a. אז איחודה עם אחד מ-
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 ב-E יתן את כל B ולא ישנה את עוצמת 
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 (כי a עוצמה אינסופית). עוצמת F לא יכולה להיות גדולה או שווה ל-a כי אז נוכל להוסיף את F לאוסף ולקבל אוסף זר חדש, מועוצמות a המכיל את E, בסתירה למקסימליותה של E כאוסף קב' זרות מעוצמה a ב-B.
שאלה ממבחן מועד ב' קיץ 2012:

תהי R 
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1. הוכח כי אם 
[image: image48.wmf]0

C

Ï

 אז 
[image: image49.wmf]A

f

=

.
2. תן דוגמא ל
[image: image50.wmf]C

 אינסופית ו
[image: image51.wmf]A

f

¹

 נחמדה.
3. נניח ש
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4. הוכח כי אם 
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 בעצמה נחמדה אז כל קבוצה נחמדה מקסימאלית ביחס להכלה היא שוות עוצמה ל
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פיתרון:
1) נוכיח את הטענה השקולה, שאם 
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3) נביט בקבוצת הקבוצות הנחמדות 
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קבוצה זו היא סדורה חלקית לפי יחס ההכלה. 
נביט בשרשרת עולה 
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 היא נחמדה  
(באותו אופן כמו בתרגילים הקודמים, יהיו 
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 נניח בשלילה שמקור זה איננו מגיע מהתחום B, אזי 
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