
  כויות שמורות לבנימין לויןכל הז ב"ה

1 

 

 3אינפי  – 4 הרצאה
 Heineבול לפי ג

 הגדרה
𝑓:Ω → ℝ𝑚 
𝑝 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω 

𝐿 ≔ (𝐻) lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) ⇔ ∀{𝑥𝑘}𝑘=1
∞ , 𝑥𝑘 ∈ Ω, 𝑥𝑘 ≠ 𝑝 ∶ lim

𝑘→∞
𝑥𝑘 = 𝑝 ⇒ lim

𝑘→∞
𝑓(𝑥𝑘) = 𝐿 

 משפט
𝐿 = lim

𝑥→𝑝
𝑓(𝑥) ⇔ 𝐿 = (𝐻) lim

𝑥→𝑝
𝑓(𝑥) 

 הוכחה
𝐿נניח כי  = lim

𝑥→𝑝
𝑓(𝑥) 

𝑘=1{𝑥𝑘}ניקח כל סדרה 
∞ , 𝑥𝑘 ∈ Ω, 𝑥𝑘 ≠ 𝑝, lim

𝑘→∞
𝑥𝑘 = 𝑝 נקבע   .𝜖 > 0 

∃𝛿 > 0∀𝑥 ∈ Ω ∶ 0 < ||𝑥 − 𝑝|| < 𝛿 ⇒ ||𝑓(𝑥) − 𝐿|| < 𝜖 

∃�̅�∀𝑘 ≥ �̅� ∶ ||𝑥𝑘 − 𝑝|| < 𝛿 

𝑥𝑘בנוסף מתקיים  ≠ 𝑝 ולפי בחירה של ,𝛿  מתקיים||𝑓(𝑥𝑘) − 𝐿|| < 𝜖  מתקיים לכל𝑘 ≥ �̅�  ולכן לפי הגדרה של גבול

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) = 𝐿 

 

𝐿נניח כי  = (𝐻) lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) 

¬נניח  lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝐿 

∃𝜖 > 0∀𝛿 > 0∃𝑥𝛿, 𝑥 ∈ Ω, 𝑥 ≠ 𝑝 ∧ ||𝑓(𝑥) − 𝑝|| ≥ 𝜖 

∀𝑘 ∈ ℕ ∶ 𝛿 = 𝛿𝑘 =
1

𝑘
 

𝑥𝛿𝑘 ≔ 𝑥𝑘 

𝑥𝑘 ∈ Ω, 𝑥𝑘 ≠ 𝑝 

||𝑥𝑘 − 𝑝|| < 𝛿𝑘 =
1

𝑘
 

||𝑓(𝑥𝑘) − 𝐿|| ≥ 𝜖 

lim
𝑘→∞

||𝑥𝑘 − 𝑝|| = 0 ⇒ lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑝 ⇒ ||𝑓(𝑥𝑘) − 𝐿|| ≥ 𝜖 ⇒ ¬(𝐻) lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) 
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 תכונות של גבול של פונקציה
lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝐿, lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = 𝑀 

𝑝 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω, 𝑓, 𝑔:Ω → ℝ𝑚 

1) ∃ lim
𝑥→𝑝

𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 = 𝛼𝐿 + 𝛽𝑀 

2) ∃ lim
𝑥→𝑝
〈𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)〉 = 〈𝐿,𝑀〉 

3) 𝑚 = 1,𝑀 ≠ 0 ⇒ ∃ lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝐿

𝑀
 

4) lim
𝑥→𝑝
||𝑓(𝑥)|| = ||𝐿|| 

 למה
||𝑓(𝑥)|| ≤ 𝛼(𝑥) 

lim
𝑥→𝑝

𝛼(𝑥) = 0 ⇒ lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 0 

 גבול של פונקצית הרכבה
Superposition 

Ω1 ∈ ℝ
𝑛, Ω2 ∈ ℝ

𝑚, ℝ𝑙 
𝑓: Ω1 → Ω2 

𝑔: Ω2 → ℝ
𝑙 

∀𝑥 ∈ Ω1 ∶ H ≔ g(f(x) 
ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 

 דוגמא
ℎ(𝑥, 𝑦) = sin(𝑥2 + 𝑦2) 
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 
𝑔(𝑢) = sin(𝑢) 

ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 

 משפט
Ω1תהי  ∈ ℝ

𝑛, Ω2 ∈ ℝ
𝑚 

𝑓: Ω1 → Ω2 

𝑔;Ω2 → ℝ
𝑙 

ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 

 נניח כי

1) 𝑝 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω1      lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑞 

2) 𝑞 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω1      lim
𝑥→𝑞

𝑔(𝑥) = 𝐿 

3) ∃𝜖0 > 0∀𝑥 ∈ Ω1, 𝑥 ∈ 𝐵(𝑝, 𝜖0) 
𝑥 ≠ 𝑝 ⇒ 𝑓(𝑥) ≠ 𝑞 

 אזי מתקיים

∃ lim
𝑥→𝑝

ℎ(𝑥) = 𝐿 
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 הוכחה
𝐿נניח כי  = (𝐻) lim

𝑥→𝑝
ℎ(𝑥) 

𝑘=1{𝑥𝑘}ניקח 
∞ , 𝑥𝑘 ∈ Ω, 𝑥𝑘 ≠ 𝑝, lim

𝑘→∞
𝑥𝑘 = 𝑝. 

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑞  ולכן𝑦𝑘 ≔ 𝑓(𝑥𝑘)
𝑘→∞
→   𝑞( 3. לפי )𝑓(𝑥𝑘) ≠ 𝑞, 𝑥𝑘 ∈ 𝐵(𝑞, 𝜖0) 

𝑦𝑘 ≠ 𝑞, 𝑦𝑘
𝑘→∞
→   𝑞 

𝐿 = lim
𝑦→𝑞

𝑔(𝑦) ⇒ 𝑔(𝑦𝑘) → 𝐿 

 ?𝑔(𝑦𝑘)מה זה 

𝑔(𝑦𝑘) = 𝑔(𝑓(𝑥𝑘)) = ℎ(𝑥𝑘) 

 ולכן

∀𝑥𝑘 ∈ Ω1, 𝑥
𝑘 ≠ 𝑝, 𝑥𝑘 → 𝑝 ∶ ℎ(𝑥𝑘) → 𝐿 

𝐿כלומר  = (𝐻) lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) 

 דוגמא

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

sin(𝑥2 + 𝑦2)

𝑥2 + 𝑦2
 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑔(𝑢) =
sin(𝑢)

𝑢
 

𝑝 = (0,0), 𝑞 = 0 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓 = 𝑞 = 0 

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) = 1 

ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 

lim
𝑥→𝑝

ℎ(𝑥) = 1 

 גבול של צמצום
𝑓:Ω → ℝ𝑚 
Ω0 ⊆ Ω 

𝑓|Ω0(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω0 

 משפט
Ω0תני  ⊆ Ω 

𝑝 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω0 ⊆ 𝑙𝑖𝑚Ω 

limאם 
𝑥→𝑝
𝑥∈Ω

𝑓(𝑥) = 𝐿  אזי גם קיים הגבולlim
𝑥→𝑝
𝑥∈Ω0

𝑓|Ω0(𝑥) = 𝐿 

 הוכחה
𝜖נקבע  > 0 

∃𝛿∀𝑥 ∈ Ω ∶ 0 < ||𝑥 − 𝑝|| < 𝛿 ⇒ ||𝑓(𝑥) − 𝐿|| < 𝜖 

∀𝑥 ∈ Ω0 ∶  0 < ||𝑥 − 𝑝|| < 𝛿 ⇒ ||𝑓(𝑥) − 𝐿|| < 𝜖 
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 תוכנית
lim
𝑥→𝑝
𝑥∈Ω

𝑓(𝑥) 

1) 𝑝 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω0, Ω0 ⊆ Ω 

∄ lim
𝑥→𝑝

𝑓|Ω0(𝑥) ⇒ ∄ lim𝑥→𝑝
𝑓(𝑥) 

 אחרת

2) Ω1Ω2 ⊆ Ω 

lim
𝑥→𝑝

𝑓|Ω1(𝑥) ≠ lim𝑥→𝑝
𝑓|Ω2(𝑥) ⇒ ∄ lim𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) 

 אחרת

3) 𝐿 = lim
𝑥→𝑝

𝑓|Ω0 .מועמד לגבול 

 דוגמא
1) 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
 

Ω1 ≔ {(𝑥, 𝑜) ∶ 𝑥 ∈ ℝ} ⊆ ℝ2 

Ω2 ≔ {(0, 𝑦) ∶ 𝑦 ∈ ℝ} ⊆ ℝ2 

𝑓(𝑥, 0) =𝑓(0, 𝑦) = 0 

 אבל 

Ω3 = {(𝑥, 𝑥): 𝑥 ∈ ℝ} ⊆ ℝ
2 

𝑓(𝑥, 𝑥) =
1

2
  

 אין גבול. ולכן

 

2) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥2𝑦

𝑥4+𝑦2
, (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0) 

𝑝 = (0,0), 𝑒 = (𝑒1, 𝑒2) 

,𝑥)אל קו ישר  𝑓צמצום של  𝑦) = 𝑡(𝑒1, 𝑒2) 

𝑓(𝑡𝑒1, 𝑡𝑒2) =
𝑡2𝑒1

2𝑡𝑒2

𝑡4𝑒1
4 + 𝑡2𝑒2

2 =
𝑡𝑒1
2𝑒2

𝑡2𝑒1
4 + 𝑒2

2 

lim
𝑡→0

𝑡𝑒1
2𝑒2

𝑡2𝑒1
4 + 𝑒2

2 = 0        𝑒2 ≠ 0 

𝑓(𝑡𝑒1, 0) = 0                 𝑒2 = 0 
lim
𝑡→0
𝑓(𝑡𝑒1, 0) = 0 

Ω0ניקח  = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ
2 ∶ (𝑥, 𝑦) ≠ 0, 𝑦 = 𝑥2} 

𝑓(𝑥, 𝑥2) =
1

2
 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑥2) =
1

2
 

 ולכן אין גבול.
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 Iterated limitגבול מחוזרר 
𝑛 = 2 
𝑓(𝑥, 𝑦)        (𝑥, 𝑦) → (𝑥0, 𝑦0) 

 גבול מחוזרר:

lim
𝑦→𝑦0

( lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦)) 

lim
𝑥→𝑥0

( lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦)) 

 

 

 דוגמאות
1)  

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0 

(𝑥0, 𝑦0) = (0,0) 

lim
𝑥→0

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
= −1 ⇒ lim

𝑦→𝑦0
( lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦)) = −1 

lim
𝑦→0

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
= 1 ⇒ lim

𝑥→𝑥0
( lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦)) = 1 

∃ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) ? 

𝑓(𝑥, 0) = 1, 𝑓(0, 𝑦) = −1 ⇒ lim𝑓(𝑥, 0) = 1 ≠ −1 = lim𝑓(0, 𝑦) 

 ולכן אין גבול

 הגבולות המחוזררים שונים ואין גבול לפונקציה עצמה.

2) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥2𝑦2

𝑥2𝑦2+(𝑥−𝑦)2
 

lim
𝑥→0

(lim
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦)) = 0 

lim
𝑦→0

(lim
𝑥→0

𝑓(𝑥, 𝑦)) = 0 

𝑓(𝑥, 0) = 0 = 𝑓(0, 𝑦) 

𝑓(𝑥, 𝑥) = 1 

 כלומר אין גבול

 

 


