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 התמרות לפלס

 שהיא רציפה למקוטעין ובעלת גידול אקספוננציאלי, נגדיר: 𝑓עבור פונקציה 

ℒ[𝑓](𝑠) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

 

𝑠מוגדר עבור  > 𝑠0 מספיק גדול. 

 הגדרה

𝑓  קיים  אם ורק אםנקראת בעלת גידול אקספוננציאלי𝑐 > 0 ,𝛼 >  מתקיים: 𝑡כך שלכל  0

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝐶𝑒𝛼𝑡 

 הערה

 התמרת פורייה:

𝑓 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

−∞

 

 דוגמה

1. 𝑓(𝑡) ≡ 1 

ℒ[𝑓](𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

= −
1

𝑠
𝑒−𝑠𝑡|𝑡=0

𝑡=∞ =
1

𝑠
 

2. 𝑓(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡 

ℒ[𝑓](𝑠) = ∫ 𝑒𝛼𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

= ∫ 𝑒(𝛼−𝑠)𝑡𝑑𝑡
∞

0

=
1

𝑠 − 𝛼
 

ℒ[𝑓](𝑠)באופן כללי, אם  הערה: = 𝐹(𝑠)  אזיℒ[𝑒𝛼𝑡𝑓(𝑡)] = 𝐹(𝑠 − 𝛼) 

3. 𝑓(𝑡) = sin𝑤𝑡 

ℒ[𝑓](𝑠) = ∫ sin𝑤𝑡 ⋅ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

= −
1

𝑠
sin𝑤𝑡 𝑒−𝑠𝑡|𝑡=0

𝑡=∞

⏟            
→0

+
𝑤

𝑠
∫ cos𝑤𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

 

ℒ[𝑓](𝑠) = −
𝑤

𝑠2
cos𝑤𝑡 ⋅ 𝑒−𝑠𝑡|𝑡=0

𝑡=∞ −
𝑤2

𝑠2
∫ sin𝑤𝑡 ⋅ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

 

⟹ (1 +
𝑤2

𝑠2
)ℒ[𝑓](𝑠) =

𝑤

𝑠2
⟹ ℒ[𝑓] =

𝑤
𝑠2

1 +
𝑤2

𝑠2

=
𝑤

𝑠2 + 𝑤2
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4. 𝑓(𝑡) = cos𝑤𝑡 

ℒ[𝑓](𝑠) = ∫ cos𝑤𝑡 ⋅ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

=
1

𝑠
−
𝑤

𝑠
∫ sin𝑤𝑡 ⋅ 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

= 

=
1

𝑠
−
𝑤2

𝑠2
ℒ[𝑓](𝑠) ⟹ ℒ[𝑓](𝑠) =

1
𝑠

1 +
𝑤2

𝑠2

=
𝑠

𝑠2 + 𝑤2
 

 עובדה

,𝑓אם  𝑔  רציפות למקוטעין ובעלות גידול אקסופננציאלי ומתקייםℒ[𝑓] = ℒ[𝑔]  פרט אולי

 לנקודה בה אחת מהן לא רציפה.

 לא נוכיח זאת בקורס )משתמשים בהתמרה ההופכית ובאנליזה מרוכבת(.

 התמרת לפלס של נגזרת

ℒ[𝑓′](𝑠) = ∫ 𝑓′(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

= 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡|𝑡=0
𝑡=∞ −∫ 𝑓(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒−𝑠𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 

ℒ[𝑓′](𝑠) = 𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡|𝑡=0
𝑡=∞ + 𝑠 ⋅ ℒ[𝑓](𝑠) = 𝑠 ⋅ ℒ[𝑓](𝑠) − 𝑓(0) 

 דוגמה

𝑦′ + 𝑦 = 0, 𝑦(0) = 1 

 נפעיל את התמרת לפלס על שני האגפים )קל לראות שההתמרה לינארית מלינאריות האינטגרל(:

𝑠𝑌 − 1 + 𝑌 = 0 ⟹ 𝑌 =
1

𝑠 + 1
⟹ 𝑦(𝑡) = 𝑒−𝑡 

 תכונות נוספות

1.  

𝑔(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡𝑓(𝑡) 

⟹ ℒ[𝑔](𝑠) = ℒ[𝑓](𝑠 − 𝛼) 

2.  

ℒ[𝑓′](𝑠) = 𝑠ℒ[𝑓](𝑠) − 𝑓(0) 

ℒ[𝑓′′] = 𝑠[ℒ[𝑓′](𝑠)] − 𝑓′(0) = 𝑠2 − ℒ[𝑓] − 𝑠𝑓(0) − 𝑓′(0) 

⋮ 

ℒ[𝑓(𝑛)](𝑠) = 𝑠𝑛 ⋅ ℒ[𝑓](𝑠) − 𝑠𝑛−1𝑓(0) − ⋯− 𝑠 ⋅ 𝑓(𝑛−2)(0) − 𝑓(𝑛−1)(0) 

3.  

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝛼𝑡) 

⟹ ℒ[𝑔](𝑠) =
1

𝛼
ℒ[𝑓] (

𝑠

𝛼
) 
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4.  

𝑔(𝑡) = 𝑡 ⋅ 𝑓(𝑡) 

⟹ ℒ[𝑔](𝑠) = −
𝑑

𝑑𝑠
ℒ[𝑓](𝑠) 

 דוגמה נוספת

𝑓(𝑡) = 𝑡𝑛  

⟹ ℒ[𝑓](𝑠) = ∫ 𝑡𝑛𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
∞

0

 

⟹ ℒ[𝑓](𝑠) =
1

𝑠𝑛+1
∫ 𝑢𝑛𝑒−𝑢𝑑𝑢 =

1

𝑠𝑛+1
Γ(𝑛 + 1)

∞

0

 

𝑛)זה כולל גם  ∉ ℕ)  


