
  פתרון -  7תרגיל  – 3אלגברה מופשטת 

  

)[יהי  .1 [) xf x ∈ℚ ויהי , פריק- פולינום אי/E ℚ נניח שחבורת גלואה . שדה הפיצול שלו( )/Gal E ℚ 

]הראו ש . היא אבלית ]E a=ℚ  לכל שורשa E∈  של( )f x .)התבוננו ב : רמז( / [ ])Gal E aℚ.( 

]: פתרון ]) ( // )(Ga al GalE E≤ℚ ℚ . בנוסף כיוון ש( )/Gal E ℚ נקבל , אבלית

[ ]) / )/ ((G a Gaal lE Eℚ ⊲ ℚ . ש נקבל  התאמת גלואהלפי[ ] /aℚ ℚ אך כיוון , היא הרחבת גלואה

) שזאת מכילה שורש של  )f x ולכן , )פריק- כיוון שזה אי( היא חייבת להכיל את כל שרשיו[ ] /aℚ ℚ 

)הוא שדה פיצול של  )f x , ולכן בהכרח( )E a= ℚ. 

F/יהי  .2 ℚ פריק -שדה הפיצול של פולינום אי( ) [ ]f x x∈ℚ.  הראו שאם[ ]:F ℚ זוגי אזי ל - אי( )f x 

 .יש רק שורשים ממשיים

)נניח שיש ל : פתרון )f x חבורת ב 2א אוטומורפיזם מסדר  יאזי הצמדה מרוכבת ה, שורש מרוכב

]אבל , גלואה ): ] ( /GalF F=ℚ ℚ 2 )'לפי משפט לגרנג( ולכן | [ ]:F ℚ. 

פרקו את  .3
10 1x שהוא הפולינום (הפולינום הציקלוטומי  10Φומצאו מהפירוק את , פריקים-לגורמים אי −

10המינימלי של 

2

10
cis

π
ρ  .10Φמצאו את חבורת גלואה של שדה הפיצול של ). =

: פתרון
10 5 51 ( 1)( 1)x x x− = − הגורם . +

5( 1)x )5הוא  − 1)x − Φ . לכן בהכרח
5

10 1| ( )xΦ אבל . +

5( 1)x . הוא שורש −1כיוון ש , פריק +
4 25 3( x x1) x1)( x 1)(xx + = − + − הפולינום . ++

4 3 2x x x( ) ( x 1)f x − + − פריק כי - אי =+
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f x + = − − − + − − − + =

− + − + − − + −

+ − + − − + = − + − +

  

אם כך קיבלנו ש . פריק לפי איזנשטיין- וזה אי
4 3 2x x x( ) ( x 1)f x − + −   .פריק-הוא פולינום אי =+

לכן הפירוק הוא 
10

51 ( 1) ( 1) ( )x xx f x− = − ⋅Φ ⋅ + ⋅.  

) הוא שורש של 10ρובהכרח מתקיים ש   )f x )10ולכן , )כיוון שאינו שורש של אף גורם אחר fΦ =. 

של הפולינום פריקים -מצאו את הגורמים האי .4
8x x−  3פריקים מדרגה - פולינומים אי 2והסיקו שיש רק 

 .2ℤמעל 

מעל שדה הפיצול של  מתפצל 3מדרגה פריק -איכל פולינום : פתרון
8x x−: שדה הפיצול הוא כיוון ש

ואם מוסיפים שורש של , איברים איזומורפיים 8השדות עם  וכל, )ראינו בתרגול( איברים 8שדה עם 

 2ℤפריק ל  - הפולינום האי
  .איברים 8כלומר שדה עם , 3מדרגה מקבלים שדה הרחבה 

)פריק -כיוון שפולינום אי )f x 2מעלℤ 
נקבל שבהכרח , בהכרח ספרבילי

8( ) |f x x x− ) כיוון ששרשי

8x x− הם כל האיברים בשדה.(  

  ).ראינו בתרגול בצורה יותר כלליתל כבר "את כל הנ(
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  ). 2ℤניתן לראות שאין להם שורשים מעל (פריקים - שני הגורמים האחרונים הם אי

לפי ההסברים בתחילת הפתרון נקבל ש 
3 3 2( 1), ( 1)xx x x+ ++ פריקים היחידים -הם הגורמים האי +

 . 3מדרגה 

0pהראו שאם בשדה סופי ממאפיין  .5 aהאיבר   < E∈  הוא יוצר של
*E , אזי

* ( )aE σ=< לכל  <

( / )pGal Eσ ∈ ℤ. 

/כל אוטומורפיזם של שדות של : פתרון pE ℤ  הוא אוטומורפיזם של החבורה הציקלית
*E  ולכן בהכרח

 .תמונת יוצר היא יוצר

מצאו את חבורת גלואה של שדה הפיצול של  .6
3 2x  .7ℤ ומעל 11ℤ  מעל −

לפולינום : פתרון
3 2x  11ℤב יחיד יש שורש  −

)לכן , 7והוא  )3 2x 2  x 7 (x 7x 5)− = − + הגורם  .+

 11ℤכי אין שורשים אחרים ב (פריק -השני אי
ל 

3 2x   .2ℤחבורת גלואה היא אם כך  ).−

לפולינום 
3 2x ונקבל הרחבה , 7ℤנוסיף שורש של הפולינום ל . פריק- ולכן הוא אי, 7ℤאין שורשים ב  −

7 7( ) /aF = ℤ ℤ  מדובר בשדה מגודל . 3מדרגה
37 כלומר , קיים איבר פרימיטיבי Fלשדה . =343

*F b=< ומתקיים , <
342 1b )אם כך  .= )

3114 1b של היחידה ב פרימיטיבי כלומר קיים שורש שלישי , =

F , 3נסמנו בρ . 33אם כך
2, , Fa a aρ ρ כיוון שההרחבה היא . שדה פיצול של הפולינום Fולכן  ∋

 .3ℤנקבל שחבורת גלואה היא , 3מדרגה 

  


