
 סמסטר קיץ תיכוניסטים תשפ"ו – מתמטיקה בדידהבוחן 

 הצעת פתרון באדיבות עדי מכנס

 

,𝑅1קבוצה ויהיו  𝐴תהא לסעיף( ודות נק 15). 1 𝑅2  סדר על שני יחסי𝐴ן כי . נתו𝑅1 ⊆ 𝑅2א . יה𝑎 ∈ 𝐴. 

ם ע 𝐴וצה איבר מינימאלי בקב 𝑎אז  𝑅2עם היחס  𝐴הוא איבר מינימאלי בקבוצה  𝑎פריכו: אם הוכיחו או ה. א

 .𝑅1היחס 

 

 פתרון:

𝑏יהי את הטענה.  נוכיח ∈ 𝐴  כך ש𝑏𝑅1𝑎 נוכיח כי .𝑏 = 𝑎 . ע"פ הנתון מתקיים כי(𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅1 ,נתון כיוון שאך כי 

𝑅1 ⊆ 𝑅2  בהכרח מתקיים ש(𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅2 , ובעצם𝑏𝑅2𝑎תחת. כיוון ש 𝑅2  מתקיים ש𝑎 וא מינימלי, בהכרח ה

𝑏מתקיים ש  = 𝑎 נדרש. משל כ∎. 

 

עם  𝐴מינימאלי בקבוצה איבר  𝑎אז  𝑅1עם היחס  𝐴הוא איבר מינימאלי בקבוצה  𝑎ב. הוכיחו או הפריכו: אם 

 .𝑅2היחס 

 

 פתרון:

𝐴ודם אצייר אינטואיציה ולאחר מכן נפרמל. נביט בקבוצה קאת הטענה.  נפריך = 𝑅1יקח את . נ{1,2} = 𝐼  יחס
 , כלומר:ח"כ(ב הגדרה מסודרת אאכתוהזהות )

𝑅1: 1 2 

 ת היחס הבא:להיו 𝑅2ואת 

# 2
𝑅2: ↑
# 1

 

 :כלומר, נגדיר

𝑅1 = 𝐼 = {(1,1), (2,2)} 

 ואת:

𝑅2 = {(1,1), (2,2), (1,2)} 

,𝑅1וודא כי אכן קל ל 𝑅2  וכן כי ]חלקיים[ יחסי סדר שניהם𝑅1 ⊆ 𝑅2 ב .𝑅1   הוא מינימלי, אך ב  2מתקיים כי𝑅2 

 (.1𝑅22 כיאינו מינימלי ) 2מתקיים ש 

 

 

ם ע 𝐴בר קטן ביותר בקבוצה אי 𝑎אז  𝑅1עם היחס  𝐴צה תר בקבוהוא איבר קטן ביו 𝑎הוכיחו או הפריכו: אם . ג

 .𝑅2היחס 

 

 פתרון:



𝑏יהי את הטענה.  נוכיח ∈ 𝐴 צריך להוכיח כי .𝑎𝑅2𝑏 כיוון ש .𝑎  הוא קטן ביותר ב𝑅1 בפרט עבור ,𝑏  מתקיים כי

𝑎𝑅1𝑏 כלומר ,(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅1 .ם כי ע"פ הנתון מתקיי𝑅1 ⊆ 𝑅2  ולכן(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅2 כלומר ,𝑎𝑅2𝑏  כנדרש. משל∎. 

 

עם  𝐴וצה איבר קטן ביותר בקב 𝑎אז  𝑅2עם היחס  𝐴הוא איבר קטן ביותר בקבוצה  𝑎ד. הוכיחו או הפריכו: אם 

 .𝑅1היחס 

 

 פתרון:

 סעיף ב'.ואת אותם היחסים מ 𝐴יקח את אותה הקבוצה נאת הטענה.  פריךנ

𝑅1 = 𝐼 = {(1,1), (2,2)} 

𝑅2 = {(1,1), (2,2), (1,2)} 

 .1𝑅12, כיוון ש 𝑅1אינו קטן ביותר ב  1וא איבר קטן ביותר, אך ה 1תקיים ש מ 𝑅2ב 

 

 

ℙותהא  קבוצה 𝐴נקודות לסעיף( תהא  20. )2 ⊆ 𝒫(𝐴)  חלוקה של𝐴. 

𝑅ℙאת היחס  𝑅ℙ נסמן, 𝐴ל ע 𝑅לכל יחס  = ⋃ (𝑅 ∩ (𝑋 × 𝑋))𝑋∈ℙ. 

𝒫(𝐴ל ע T, היינו נגדיר יחס 𝐴על קבוצת היחסים על  Tכעת נגדיר יחס  × 𝐴)  :כך𝑅T𝑆 ⟺ 𝑅ℙ = 𝑆ℙ. 

,𝑅יהיו א.  𝑆  שני יחסים על𝐴 הוכיחו כי .𝑅ℙ = 𝑆ℙ  אממ לכל𝑋 ∈ ℙ  מתקיים𝑅 ∩ (𝑋 × 𝑋) = 𝑆 ∩ (𝑋 × 𝑋). 

 

 פתרון:

 נוכיח את שני הכיוונים.

𝑅ℙנניח כי   ⟸בכיוון  = 𝑆ℙ  לכל שונוכיח𝑋 ∈ ℙ  מתקיים𝑅 ∩ (𝑋 × 𝑋) = 𝑆 ∩ (𝑋 × 𝑋). 

𝑌תהי  ∈ ℙ .יהי ימטרי לחלוטין. שכן הכיוון השני ס ⊇ההכלה  נוכיח את𝑥 ∈ 𝑅 ∩ (𝑌 × 𝑌) . לכן בפרט𝑥  שייך
 איחוד הכלליל

𝑥 ∈ ⋃(𝑅 ∩ (𝑋 × 𝑋))

𝑋∈ℙ

 

𝑋עבור ) = 𝑌 )כלומר 𝑥 ∈ 𝑅ℙ ע"פ הנתון מתקיים כי .𝑅ℙ = 𝑆ℙ  ולכן𝑥 ∈ 𝑆ℙת מ, קיי. כיוון שכך𝑍 ∈ ℙ כך ש 

𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑍 × 𝑍) 

 כי: ט מתקייםפרב נבחין כי

𝑥 ∈ (𝑌 × 𝑌) ∩ (𝑍 × 𝑍) 

𝑥ולכן אם נסמן  = (𝑎, 𝑏):נקבל כי , 

𝑎 ∈ 𝑌 ∧ 𝑎 ∈ 𝑍 

𝑏 ∈ 𝑌 ∧ 𝑏 ∈ 𝑍 

 : מתקיים כי)הסבר למעוניינים



{
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑌 × 𝑌 ⟺ 𝑎 ∈ 𝑌 ∧ 𝑏 ∈ 𝑌
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑍 × 𝑍 ⟺ 𝑎 ∈ 𝑍 ∧ 𝑏 ∈ 𝑍

 

 כלומר: (מקבלים את הטענה שלנו ∧ה  ובסידור

𝑎 ∈ 𝑌 ∩ 𝑍 

𝑌ט ובפר ∩ 𝑍 ≠ 𝑌. ע"פ ההגדרה של חלוקה, נקבל מכאן כי ∅ = 𝑍 :ולכן בסה"כ 

𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑌 × 𝑌) 

 כמבוקש.

 

𝑋נניח כי לכל קבוצה  ⟹בכיוון  ∈ ℙ  מתקיים כי𝑅 ∩ (𝑋 × 𝑋) = 𝑆 ∩ (𝑋 × 𝑋) ונוכיח כי ,𝑅ℙ = 𝑆ℙ ,כאמור .

 לחלוטין. תמטריסיהשני בכיוון  הכלההשכן  ⊇את ההכלה נוכיח 

𝑥יהי  ∈ 𝑅ℙ , ונוכיח כי𝑆ℙמת קבוצה , קיימהגדרת האיחוד הכללי . לכן𝑌 ∈ ℙ כך ש: 

𝑥 ∈ 𝑅 ∩ (𝑌 × 𝑌) 

𝑋אבל נתון כי לכל  ∈ ℙ בפרט עבור שוויון יש ,𝑌 נקבל: 

𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑌 × 𝑌) 

𝑥כן מהגדרת האיחוד הכללי, מתקיים כי ול ∈ 𝑆ℙ משל .∎. 

 

 

 יחס שקילות. הוא Tכיחו כי . הוב

 

 פתרון:

 רפלקסיביות, סימטריות וטרנזיטיביות.מקיים  Tראות ש ו להעלינ

 י כי:ודאלכן , 𝐴על  𝑅יהי יחס  רפלקסיביות:

𝑅ℙ = 𝑅ℙ 

 צמה.שהרי כל קבוצה שווה לע

 

,𝑅יו יחסים יה סימטריות: 𝑆  על𝐴 ך ש כ𝑅T𝑆ן . לכ𝑅ℙ = 𝑆ℙ  ומסימטריות של שוויון קבוצות נקבל כי𝑆ℙ = 𝑅ℙ 

 .𝑆T𝑅ובעצם 

 

,𝑅יהיו יחסים  טרנזיטיביות: 𝑆, 𝑄  על𝐴  כך ש𝑅T𝑆 ∧ 𝑆T𝑄 כיוון שכך מתקיים כי .𝑅ℙ = 𝑆ℙ ∧ 𝑆ℙ = 𝑄ℙ לכן .

𝑅ℙמתקיים כי ל שוויון קבוצות ת שמטרנזיטיביו = 𝑄ℙ כלומר ,𝑅T𝑄  .משל כמו שרצינו∎. 

 

 

𝐴הנתונות בשאלה הם:  ℙוהחלוקה  𝐴ה כי הקבוצ ג. נניח = ℙוהחלוקה  {1,2,3,4,5} = {{1,2}, {3,4,5}}. 



𝑅נתבונן ב  = 𝐴 × 𝐴  שקילות על שהינו יחס𝐴ה יחסי שקילות . כמ𝑆  על(𝐴 מקיימים כי )𝑅T𝑆? 

 פתרון:

𝑋קבוצה  רו שלכל תתזכ איני בטוח אם זה יעזור לפתרון אבל לאינטואיציה כן. .𝑅ℙנראה מהו ראשית  ⊆ 𝐴 

𝑋מתקיים כי  × 𝑋 ⊆ 𝐴 × 𝐴לכן:, ו 

𝑅ℙ = ⋃(𝑅 ∩ (𝑋 × 𝑋))

𝑋∈ℙ

= ⋃(𝑋 × 𝑋)

𝑋∈ℙ

 

,𝑎)ון? שימו לב כי . מדוע זה נכℙשזהו למעשה היחס המושרה מהחלוקה  𝑏) ∈ 𝑅ℙ  קיימתאם ורק אם 𝑋 ∈ ℙ  כך

,𝑎)ש  𝑏) ∈ 𝑋 × 𝑋 ,ן )שכ בחלוקה ששניהם נמצאים באותה קבוצה ומרכל𝑎 ∈ 𝑋 ∧ 𝑏 ∈ 𝑋). 

 

𝑅ℙיקיים ש  𝑆 שקילות על מנת שיחס = 𝑆ℙתנאי מספיק והכרחי:בל מסעיף א' , נק 

∀𝑋 ∈ ℙ:   𝑅 ∩ (𝑋 × 𝑋) = 𝑆 ∩ (𝑋 × 𝑋) 

 :ו, שני התנאים הבאיםבמקרה שלנ

𝑆 ∩ ({1,2} × {1,2}) = {1,2} × {1,2} 

𝑆 ∩ ({3,4,5} × {3,4,5}) = {3,4,5} × {3,4,5} 

 :קיימיםמש 𝑆כלומר, כמות כל יחסי השקילות 

{1,2} × {1,2} ⊆ 𝑆 

{3,4,5} × {3,4,5} ⊆ 𝑆 

כלל  איברת. אז או שלא נוסיף שקילות אח לקת, אזי נקבל מח𝑆ל זוג אם נוסיף עוד הסבר נכון אך פחות פורמלי: 
 לות אחת.האפשרויות כדי לקבל מחלקת שקי כלאו שנוסיף את המושרה(  היחסכלומר )

,𝑎)זוג נו האם ייתכן שיש: פורמלית 𝑏) ∈ 𝑆  כך ש𝑎 ∈ 𝑏ו  {1,2} ∈ 𝑆 אם? {3,4,5} ≠ 𝑅ℙ בעצמו )היחס המושרה ,

𝑆או ש "הכי קטן"(  ≠ 𝑅  ()"ו זוג נה אומר שישז היחס המלא, "הכי גדול(𝑎, 𝑏) ∉ 𝑆 וג וז(𝑐, 𝑑) ∈ 𝑆 מתקיים כך ש

,𝑎 כי 𝑐 ∈ {1,2} ∧ 𝑏, 𝑑 ∈  . כעת:(סדר האיבריםה את אפשר להניח כן מסימטריות, אחרת נשנ) {3,4,5}

𝑎𝑆𝑐 

,𝑎)בוצה הקה הם באותמשום ש 𝑐) ∈ {1,2} × {1,2} ⊆ 𝑆 (י מפל)וכן ה שאמרנו 

𝑑𝑆𝑏 

,𝑑)שום ש מ 𝑏) ∈ {3,4,5} × {3,4,5} ⊆ 𝑆 .יוון ש כעת מכ𝑐𝑆𝑑  אז נובע כי𝑐𝑆𝑏 ,מטרנזיטיביות שהרי: 

𝑐𝑆𝑑 ∧ 𝑑𝑆𝑏 ⟶ 𝑐𝑆𝑏 

 שכן:, 𝑎𝑆𝑏ולכן גם 

𝑎𝑆𝑐 ∧ 𝑐𝑆𝑏 ⟶ 𝑎𝑆𝑏 

 בסתירה.

 

 .T[𝑅]ב שני יחסי שקילות , יש בדיוק ה"כס
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