
 סמסטר קיץ תיכוניסטים תשפ"ו – 1בוחן אלגברה לינארית 

 הצעת פתרון באדיבות עדי מכנס

 

,𝐴נק' כל סעיף( תהיינה  20. )1 𝐵 ∈ 𝔽𝑚×𝑛  .מטריצות 

𝐸אותה מטריצה מדורגת קנונית אם ורק אם, קיימת מטריצה הפיכה  𝐵ול  𝐴א. הוכיחו: ל  ∈ 𝔽𝑚×𝑚  כך ש𝐸𝐴 = 𝐵. 

 

 פתרון:

 נוכיח את שני הצדדים.

ות מטריצות פעולה קיימ . לכן𝑀נסמנה ב אשר , יש אותה מטריצה מדורגת קנונית 𝐵 ול 𝐴נניח כי ל  ⟸בכיוון 

𝑃1
𝐴, … , 𝑃𝑘

𝐴 ∈ 𝔽𝑚×𝑚 :כך ש 

(𝑃1
𝐴⋯𝑃𝑘

𝐴)𝐴 = 𝑀 

𝑃1ת פעולה מטריצות ובאופן דומה קיימו
𝐵, … , 𝑃ℓ

𝐵 ∈ 𝔽𝑚×𝑚 כך ש: 

(𝑃1
𝐵⋯𝑃ℓ

𝐵)𝐵 = 𝑀 

 ולכן:

(𝑃1
𝐴⋯𝑃𝑘

𝐴)𝐴 = (𝑃1
𝐵⋯𝑃ℓ

𝐵)𝐵 

𝑃1) כעת נזכור כי מטריצות פעולה הן הפיכות, ולכן נכפול ב
𝐵)−1 ,(𝑃2

𝐵)−1  וכו' עד(𝑃ℓ
𝐵)
−1

בשני אגפי השוויון מצד שמאל  

 ונקבל:

(𝑃ℓ
𝐵)
−1
⋯(𝑃1

𝐵)−1 ⋅ 𝑃1
𝐴⋯𝑃𝑘

𝐴 ⋅ 𝐴 = 𝐵 

𝐸סמן אם נ = (𝑃ℓ
𝐵)
−1
⋯(𝑃1

𝐵)−1 ⋅ 𝑃1
𝐴⋯𝑃𝑘

𝐴יצה על כן גם כן מטרות וכא מכפלה של מטריצות הפי, נקבל מטריצה שהי

 הפיכה.

 

𝐸ריצה הפיכה ימת מטניח שקינ ⟹בכיוון  ∈ 𝔽𝑚×𝑛  כך ש𝐸𝐴 = 𝐵 . קנונית של  המטריצה המדורגתנסמן את הצורה𝐴  ב

𝑀𝐴  צה המדורגת קנונית של מטריהואת𝐵  ב𝑀𝐵ות , קיימ. לכן𝑃1, 𝑃2 :הפיכות כך ש 

𝑃1𝐴 = 𝑀𝐴 

𝑃2𝐵 = 𝑀𝐵 

 וכעת:

𝑀𝐵 = 𝑃2𝐵 = 𝑃2𝐸𝐴 

𝑃במטריצה נתבונן  = 𝑃2𝐸 היא מדרגת קנונית את .𝐴 ולכן לא ייתכן ש ,𝑀𝐵 ≠ 𝑀𝐴גות מטריצות מדורתי , אחרת מצאנו ש

 .∎בסתירה. משל שונות לאותה מטריצה, קנונית 

 

𝐴𝐴𝑡ב. הוכיחו או הפריכו: אם  = 𝐵𝐵𝑡  אז𝐴 = 𝐵. 

 

 פתרון:

 את הטענה. נביט במטריצות: נפריך



𝐴 = (
0 1
1 0

) , 𝐵 = (
1 0
0 1

) 

 לראות ש:קל 

𝐴 = 𝐴𝑡 = (
0 1
1 0

) 

𝐵 = 𝐵𝑡 = (
1 0
0 1

) 

 ואכן

𝐴𝐴𝑡 = 𝐵𝐵𝑡 = (
1 0
0 1

) 

𝐴אבל  ≠ 𝐵. 

 

𝑣1' כל סעיף( יהיו נק 20. )2 = (
1
1
−1
) , 𝑣2 = (

1
1
1
𝑤. יהא ℝ3במרחב  ( = (

𝑎
𝑎2

2
 .𝑎משי בפרמטר מ התלוי  (

𝑤מתקיים כי  𝑎א. לאילו ערכי  ∈ span{𝑣1, 𝑣2}? 

 

 פתרון:

 שוואות:מערכת המוא פתרון לכים למצלמעשה אנחנו צרי

𝑥𝑣1 + 𝑦𝑣2 = 𝑤 

,𝑥וא למצ כלומר 𝑦 :המקיימים 

(
| |
𝑣1 𝑣2
| |

) (
𝑥
𝑦) = 𝑤 

 .למערכת נותיש פתרו 𝑎נראה לאלו ערכי 

(

1 1 | 𝑎

1 1 | 𝑎2

−1 1 | 2
)
𝑅3+𝑅1
→    (

1 1 | 𝑎

1 1 | 𝑎2

0 2 | 𝑎 + 2
)
𝑅2−𝑅1
→    (

1 1 | 𝑎

0 0 | 𝑎2 − 𝑎
0 2 | 𝑎 + 2

)
𝑅3↔𝑅2
→    (

1 1 | 𝑎
0 2 | 𝑎 + 2

0 0 | 𝑎2 − 𝑎
) 

𝑎2מערת אם ורק אם כעת יש פתרון ל − 𝑎 = 𝑎, כלומר עבור 0 = 𝑎או  0 =  בלבד. 1

 

 

𝑊מתקיים כי  𝑎ב. לאילו ערכי  = {𝑤 + 𝑠𝑣1 + 𝑡𝑣2 ∣∣ 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ  ?ℝ3הוא תת מרחב של  {

 

 פתרון:

 הקריטריון המקוצר מתקיים. 𝑎רך של עלינו לבדוק עבור איזה ע

,𝑠ו סקלרים . כלומר, עבור איל𝑊וקטור האפס שייך ל  𝑎לו ערכי כך שנבדוק לאינתחיל מ 𝑡 :מתקיים ש 

𝑤 + 𝑠𝑣1 + 𝑡𝑣2 = 0 

 כלומר

𝑤 = −𝑠𝑣1 − 𝑡𝑣2 



𝑥ן אם נסמ = −𝑠, 𝑦 = −𝑡 קיימים  נקבל שלמעשה עלינו למצוא האם𝑥, 𝑦 :כך ש 

𝑤 = 𝑥𝑣1 + 𝑦𝑣2 

𝑎ורק אם קיימים כנ"ל אם אבל הוכחנו בשאלה קודמת ש = 0,1. 

 

𝑎, בהנחה ש תנאי השניל נמשיך =  .ובר בתת מרחב()אחרת ברור שלא מד 0,1

𝑤נזכור שאם  ∈ span{𝑣1, 𝑣2} צה נהיית:י הקבואז 

𝑊 = {𝑤 + 𝑠𝑣1 + 𝑡𝑣2 ∣∣ 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ } = { 𝑠′𝑣1 + 𝑡′𝑣2 ∣∣ 𝑠′, 𝑡′ ∈ ℝ } = span{𝑣1, 𝑣2} 

𝑎תת מרחב אם  𝑊מתקיים ש סה"כ מרחב. והקבוצה הזו תת  = 0,1. 

 

}הקבוצה הסקנו מכאן שבאופן כללי,  :הערה 𝑝 + 𝑠𝑣 ∣∣ 𝑠 ∈ 𝔽 𝑝ורי אם ורק אם רחב וקטהיא מ { ∈ span{𝑣}. 

 

 

𝐴נק' כל סעיף( תהא  20. )3 ∈ ℝ𝑚×𝑛 ו 𝑏 ∈ 𝔽𝑚 פס. נתבונן במערכת המשוואות וקטור שונה מא𝐴𝑥 = 𝑏. 

 ם בת"ל.א. הוכיחו: כל שתי פתרונות שונים למערכת ה

 

 פתרון:

𝑣1יהיו  ≠ 𝑣2 ∈ 𝔽
𝑛  .צירוף לינארי מתאפס: ל. לכן קייםת"ילה שהם נניח בשלפתרונות למערכת המשוואות 

𝑐1𝑣1 + 𝑐2𝑣2 = 0⃗  

 לכן

𝑐1𝑣1 = 𝑐2
′𝑣2 

𝑐2כאשר 
′ = −𝑐2 . נכפיל ב𝐴  מצד שמאל( ונקבל: את שני הצדדים( 

𝐴𝑐1𝑣1 = 𝐴𝑐2
′𝑣2 

𝑐1𝑏 = 𝑐2
′𝑏 

 לכן

(𝑐1 − 𝑐2
′ )𝑏 = 0⃗  

𝑏אבל מכיוון ש  וקטור האפס(.)שימו לב הכוונה כאן ל ≠ 𝑐1, בהכרח מתקיים כי 0 = 𝑐2
 , ולכן:′

𝑐1𝑣1 = 𝑐2
′𝑣2 = 𝑐1𝑣2 

𝑐1ולכן מכיוון ש  ≠ 𝑏)שהרי אחרת  0 =  בסתירה לנתונים( יש לו הופכי, ונקבל:  0⃗

𝑣1 = 𝑣2 

 .∎משל בסתירה. 

 

 

,𝑣1ב. יהיו  𝑣2 כו[ פתרונות שונים למערכת. הוכיחו או הפריהמקורי בטופסות עברית ני ]טעש :span{𝑣1} ∩ span{𝑣2} = {0}. 

 



 פתרון:

≠ 0⃗נניח בשלילה שקיים את הטענה.  וכיחנ 𝑣 ∈ 𝔽𝑛  כך ש𝑣 ∈ span{𝑣1} ∩ span{𝑣2}ם , קיימי. לכן𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝔽 :כך ש 

𝑣 = 𝑐1𝑣1 

𝑣 = 𝑐2𝑣2 

,𝑐1ברור כי  𝑐2 ≠ 𝑏ירה לכך ש , אחרת סת0 ≠  לכן: . 0⃗

𝑐1𝑣1 = 𝑐2𝑣2 

𝑐1𝑣1 − 𝑐2𝑣2 = 0⃗  

𝑐1הסעיף הקודם נקבל ש אבל זהו צירוף לינארי מתאפס, ומ = 𝑐2 =  .∎משל  , בסתירה.0
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    v 1 =  (    1   1   − 1 ) ,   v 2 =  (    1   1   1 )


   ℝ 3


  w =  (    a     a 2   2 )


  a


  a


  w ∈  span ⁡   {   v 1 ,   v 2 }


  x   v 1 + y   v 2 = w


  x , y


   (    |  |     v 1    v 2   |  | )  (    x   y ) = w


  a


   (    1  1  |  a   1  1  |    a 2   − 1  1  |  2 )  →    R 3 +   R 1  (    1  1  |  a   1  1  |    a 2   0  2  |  a + 2 )  →    R 2 −   R 1  (    1  1  |  a   0  0  |    a 2 − a   0  2  |  a + 2 )  →    R 3 ↔   R 2  (    1  1  |  a   0  2  |  a + 2   0  0  |    a 2 − a )


    a 2 − a = 0


  a = 0


  a = 1


  a


  W =  {  w + s   v 1 + t   v 2 ∣  s , t ∈ ℝ }


   ℝ 3


  a


  a


  W


  s , t


  w + s   v 1 + t   v 2 = 0


  w = − s   v 1 − t   v 2


  x = − s , y = − t


  x , y


  w = x   v 1 + y   v 2


  a = 0 , 1


  a = 0 , 1


  w ∈  span ⁡   {   v 1 ,   v 2 }


  W =  {  w + s   v 1 + t   v 2 ∣  s , t ∈ ℝ } =  {  s ′   v 1 + t ′   v 2 ∣  s ′ , t ′ ∈ ℝ } =  span ⁡   {   v 1 ,   v 2 }


  W


  a = 0 , 1


   {  p + s v ∣  s ∈ 𝔽 }


  p ∈  span ⁡   { v }


  A ∈  ℝ  m × n


  b ∈   𝔽  m


  A x = b


    v 1 ≠   v 2 ∈   𝔽  n


    c 1   v 1 +   c 2   v 2 =  0 →


    c 1   v 1 =   c 2 ′   v 2


    c 2 ′ = −   c 2


  A


  A   c 1   v 1 = A   c 2 ′   v 2


    c 1 b =   c 2 ′ b


    c 1 b =   c 2 ′ b


   (   c 1 −   c 2 ′ ) b =  0 →


  b ≠ 0


    c 1 =   c 2 ′


    c 1   v 1 =   c 2 ′   v 2 =   c 1   v 2


    c 1 ≠ 0


  b =  0 →


    v 1 =   v 2


  ∎


    v 1 ,   v 2


   span ⁡   {   v 1 } ∩  span ⁡   {   v 2 } =  { 0 }


   0 → ≠ v ∈   𝔽  n


  v ∈  span ⁡   {   v 1 } ∩  span ⁡   {   v 2 }


    c 1 ,   c 2 ∈ 𝔽


  v =   c 1   v 1


  v =   c 2   v 2


  v =   c 2   v 2


    c 1 ,   c 2 ≠ 0


  b ≠  0 →


    c 1   v 1 =   c 2   v 2


    c 1   v 1 −   c 2   v 2 =  0 →


    c 1   v 1 −   c 2   v 2 =  0 →


    c 1 =   c 2 = 0


  ∎

