
  כל הזכויות שמורות לבנימין לוין ב"ה

 13הרצאה 
𝑓 ∈ 𝐶𝑟+1(𝑈) 

𝑓(𝑎 + ℎ) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎)ℎ𝛼

|𝛼|≤𝑟

+ ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)ℎ𝛼

|𝛼|=𝑟+1

 

𝑓(𝑥) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝛼

|𝛼|≤𝑟

+ ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎))(𝑥 − 𝑎)𝛼

|𝛼|=𝑟+1

 

𝑟 = 0 
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑑𝑓𝑎+𝜃ℎ(ℎ) 

𝑑𝑓𝑎+𝜃ℎ(ℎ) = 〈∇𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ), ℎ〉 =∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎 + 𝜃ℎ)ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 משפט על ערך ממוצע –מסקנה 
𝑓 ∈ 𝐶1(𝑈) 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) = 〈∇𝑓(𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎)), 𝑥 − 𝑎〉  

 משפט על ערך ממוצע.

 מסקנה

||𝑓(𝑧)∇||אם  ≤ 𝑀  אזי|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| ≤ M||𝑥 − 𝑎|| 

 יילוראומדן שארית בנוסחת ט

 הגדרה
𝑈קבוצה  ⊂ ℝ𝑛  קמורה אם∀𝑥, 𝑎 ∈ 𝑈 ∶ [𝑥, 𝑎] ⊂ 𝑈 

[𝑥, 𝑎] ≔ {𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎) ∶ 0 ≤ 𝜃 ≤ 1} 

 משפט
𝑓תהי  ∈ 𝐶𝑟+1(𝑈), 𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛 נניח שלכל .𝛼 ,|𝛼| = 𝑟 + 1 : |𝐷𝛼𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀; ∀𝑧 ∈ 𝑈:אזי , 

𝑎 ∈ 𝑈 |𝑅𝑟𝑓(𝑎, 𝑥 − 𝑎)| ≤
𝑀

(𝑟 + 1)!
(√𝑛)

𝑟+1
||𝑥 − 𝑎||

2

𝑟+1
 

 הוכחה

𝑅𝑟𝑓(𝑎, 𝑥 − 𝑎) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎))(𝑥 − 𝑎)𝛼

|𝛼|=𝑟+1

 

|𝑅𝑟𝑓(𝑎, 𝑥 − 𝑎)| ≤ ∑
1

𝛼!
|𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃(𝑥 − 𝑎))||(𝑥 − 𝑎)𝛼|

|𝛼|=𝑟+1

≤ 𝑀∑
1

𝛼!
|𝑥1 − 𝑎1|

𝛼1… |𝑥𝑛 − 𝑎𝑛|
𝛼𝑛

=
𝑀

(𝑟 + 1)!
∑

(𝑟 + 1)!

𝛼!
|𝑥1 − 𝑎1|

𝛼1 …|𝑥𝑛 − 𝑎𝑛|
𝛼𝑛

|𝛼|=𝑟+1

=⏟
בינום של ניוטון
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                  =
𝑀

(𝑟 + 1)! 
(|𝑥1 − 𝑎1|

𝛼1 …|𝑥𝑛 − 𝑎𝑛|
𝛼𝑛)𝑟+1 =

𝑀

(𝑟 + 1)!
||𝑥 − 𝑎||

1

𝑟+1
 

||𝑥 − 𝑎||
1
≤ √𝑛||𝑥 − 𝑎||

2
 

 Peanoטיילור עם שארית בצורה נוסחת 

 משפט
𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛 ; 𝑓: 𝑈 → ℝ ; 𝑓 ∈ 𝐶𝑟(𝑈), 𝑟 ≥ 1 , 𝑎 ∈ 𝑈 

 אזי

𝑓(𝑎 + ℎ) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎)ℎ𝛼

|𝛼|≤𝑟

+ 𝑜(||ℎ||
𝑟
)
ℎ→0

 

 הוכחה
𝑓 ∈ 𝐶𝑟(𝑈) = 𝐶(𝑟−1)+1(𝑈) 

 :𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒לפי נוסחת טיילור עם שארית 

𝑓(𝑎 + ℎ) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎)ℎ𝛼

|𝛼|≤𝑟−1

+ ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)ℎ𝛼

|𝛼|=𝑟

= ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎)ℎ𝛼

|𝛼|≤𝑟⏟          
𝑃𝑟𝑓(𝑎,ℎ)

+ ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)ℎ𝛼

|𝛼|=𝑟

− ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(𝑎)ℎ𝛼

|𝛼|=𝑟⏟                            
𝛼(ℎ)

 

|𝛼(ℎ)| ≤ ∑
1

𝛼!
(|𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ) − 𝐷𝛼𝑓(𝑎)|)|ℎ1|

𝛼1… |ℎ𝑛|
𝑎𝑛

|𝛼|=𝑟

 

|𝛼(ℎ)|

||ℎ||
𝑟 ≤ ∑

1

𝛼!
(|𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ) − 𝐷𝛼𝑓(𝑎)|)

|ℎ1|
𝛼1 …|ℎ𝑛|

𝑎𝑛

||ℎ||
𝑟|𝛼|=𝑟

  

|ℎ𝑗| ≤ √ℎ1
2 +⋯+ ℎ𝑛2 = ||ℎ||2 ⇒ |ℎ𝑗|

𝛼𝑗
≤ ||ℎ𝑗||

𝛼𝑗
 

|ℎ1|
𝛼1… |ℎ𝑛|

𝑎𝑛 ≤ ||ℎ||
𝛼1+⋯𝛼𝑛

= ||ℎ|𝑟 

|ℎ1|
𝛼1 …|ℎ𝑛|

𝑎𝑛

||ℎ||
𝑟

≤ 1 

 ולכן 

|𝛼(ℎ)|

||ℎ||
𝑟 ≤ ∑

1

𝛼!
|𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ) − 𝐷𝛼𝑓(𝑎)|

|𝛼|=𝑟

 

𝐷𝛼𝑓(𝑥) רציפות ל|𝛼| = 𝑟  ולכןlim
ℎ→0

|𝐷𝛼𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ) − 𝐷𝛼𝑓(𝑎)| = 0 

limולכן 
ℎ→0

𝛼(ℎ)

||ℎ||
𝑟 = 𝛼(ℎ)ולכן  0 = 𝑜(||ℎ||

𝑟
) 
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 יחידות של פולינום טיילור

 משפט
𝑓תהי  ∈ 𝐶𝑟(𝑈);𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛 

 נניח כי

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑃(ℎ) + 𝑜(||ℎ||
𝑟
)
ℎ→0

 

𝑓(𝑎 + ℎ) = �̃�(ℎ) + 𝑜(||ℎ||
𝑟
)
ℎ→0

 

,𝑃עבור  �̃� ומים, פולינ𝑟 ≥ max{deg𝑃 , deg �̃�} 

𝑃אזי  = �̃� 

 הוכחה

𝑄(ℎ) ≔ 𝑃(ℎ) − �̃�(ℎ) = 𝑜(||ℎ||
𝑟
)
ℎ→0

 

𝑟 > deg𝑄 =:𝑚 

𝑄(ℎ) = ∑ 𝑞𝛼ℎ
𝛼

|𝛼|≤𝑚

       𝑞𝛼 ∈ ℝ 

𝑄(ℎ) = 𝑜(||ℎ||
𝑟
) 

ℎ ↪ 𝑡ℎ , 𝑡 ∈ ℝ 

𝑄(𝑡ℎ) = ∑ 𝑞𝛼(𝑡ℎ)
𝛼 = 𝑜(|𝑡𝑟|||ℎ||

𝑟
)
𝑡→0

|𝛼|≤𝑚

 

(𝑡ℎ)𝛼 = (𝑡ℎ1)
𝛼1 …(𝑡ℎ𝑛)

𝛼𝑛 = 𝑡|𝛼|ℎ1
𝛼1 …ℎ𝑛

𝛼𝑛 

⇒ 𝑄(𝑡ℎ) = ∑ 𝑞𝛼𝑡
|𝛼|ℎ𝛼

|𝛼|≤𝑚

=∑ ∑ 𝑞𝛼𝑡
|𝛼|ℎ𝛼

|𝛼|=𝑘

𝑚

𝑘=0

=∑(∑ 𝑞𝛼ℎ
𝛼

|𝛼|=𝑘

)

⏟        
𝑐𝑘

𝑡𝑘
𝑚

𝑘=0

=∑𝑐𝑘𝑡
𝑘

𝑚

𝑘=0

= 𝑜(|𝑡|𝑟)𝑡→0 , 𝑟 ≥ 𝑚 

∑𝑐𝑘𝑡
𝑘

𝑚

𝑘=0

= 𝑜(𝑡𝑟), 𝑟 ≥ 𝑚 

𝑐0 + 𝑐1𝑡.. . +𝑐𝑚𝑡
𝑚 = 𝑜(𝑡𝑟) 

𝑡 → 0 ∶ 𝑐0 = 0 

𝑐1 +⋯+ 𝑐𝑚
𝑚−1 = 𝑜(𝑡𝑟−1) 

𝑡 → 0 ∶ 𝑐1 = 0 

… 

𝑐𝑚 = 0 

𝑞(ℎ) = ∑ 𝑞𝑎ℎ
𝛼

|𝛼|=𝑘

= 0 ∀𝑘 = 0,… ,𝑚 ∀ℎ ∈ ℝ𝑛 

𝜕|𝛽|

𝜕ℎ1
𝜷𝟏…𝜕ℎ𝑛

𝛽𝑛
𝑞(ℎ)|ℎ=0 = ∑ 𝑞𝛼𝐷

𝛽ℎ𝛼

|𝛼|=𝑘

|ℎ=0 
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𝐷𝛽ℎ𝛼 = {
0     𝛽 ≠ 𝛼
𝛼!      𝛽 = 𝛼

 

𝑞(ℎ)וכן אם  =  :נקבל 0

𝐷𝛽 (∑ 𝑞𝛼ℎ
𝛼

|𝛼|=𝑘

) |ℎ=0 = 0 ⇒ 𝑞𝛼𝛼! = 0 ⇒ 𝑞𝛼 = 0 

𝑄ולכן  = 𝑃 − �̃� = 0 

 מסקנה
𝑓 ∈ 𝐶𝑟(𝑈)  אם קיים פולינום𝑃, deg𝑃 ≤ 𝑟 כך ש𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑃(ℎ) + 𝑜(||ℎ||

𝑟
)
ℎ→0

 .𝑎פולינום טיילור בנקודה  𝑃אזי  

 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

1 + 2𝑥2𝑦
 

𝐷(10,5)𝑓(0,0) =? 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑(−2𝑥2𝑦)𝑘
5

𝑘=0

+ 𝑜 (√𝑥2 + 𝑦2
15
) 

∑(−2𝑥2𝑦)𝑘
5

𝑘=0

= ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑓(0,0)ℎ𝛼

|𝛼|≤15

       ℎ = (𝑥, 𝑦) 

𝛼 = (10,5) ⇔ 𝑘 = 5 

−25 =
1

10! 5!
𝐷(10,5)𝑓(0,0) 

 נוסחת טיילור לפולינומים

 משפט
deg𝑃פולינום  𝑃אם  = 𝑟 אזי 

𝑃(𝑥) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑃(𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝛼

|𝛼|≤𝑟

 

 הוכחה

𝑅𝑟𝑃(𝑎, ℎ) = ∑
1

𝛼!
𝐷𝛼𝑝(𝑎 + 𝜃ℎ)ℎ𝛼

|𝛼|=𝑟+1

= 0 

|𝛼| > 𝑟 ⇒ 𝐷𝛼𝑃 ≡ 0 

 תרגיל

𝑃(𝑥) =∑𝑎𝛼1,…,𝛼𝑛𝑥1
𝛼1 …𝑥𝑛

𝛼𝑛 = ∑ 𝑐𝛽1,…,𝛽𝑛(𝑥1 − 𝑎1)
𝛽1…(𝑥𝑛 − 𝑎𝑛)

𝛽𝑛

|𝛽|≤𝑟

 

𝑎 .מרכז 
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 תרגיל
𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧,

𝑎 = (1,2,1)    𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) = [(𝑥 − 1) + 1][(𝑦 − 2) + 2] + [(𝑦 − 2) + 2][(𝑧 − 1) + 1]

= (𝑦 − 2)(𝑧 − 1) + 2(𝑧 − 1) + (𝑦 − 2) + 2 

 


