
(פתרון) 13 תרגיל בית -מבוא לטופולוגיה    
 

 1שאלה 

,𝑋 יהיו 𝑌 מ''ט קשירים מסילתית ו-𝐴 ⊂ 𝑋, 𝐵 ⊂ 𝑌 . 

𝑋 -ש הוכיחו × 𝑌 − 𝐴 × 𝐵  קשיר מסילתית.מ''ט 

 

 הוכחה

𝐶סמן: נ = 𝑋 − 𝐴 ו-𝐷 = 𝑌 − 𝐵אזי .  𝐶, 𝐷 ≠ ∅. 

𝑋 -קל לבדוק ש × 𝑌 − 𝐴 × 𝐵 = 𝑋 × 𝐷 ∪ 𝐶 × 𝑌. 

,𝑝יהיו  𝑞 ∈ 𝑋 × 𝐷 ∪ 𝐶 × 𝑌  .עלינו להוכיח ששתי 

  הנקודות אפשר לחבר על ידי מסילה.

 עבור מטרה זו מספיק למצוא שרשרת  .1הערה 

𝑆1, … , 𝑆𝑛  קשירים מסילתית כך   רחביםמ-תתשל 

, -ש 𝑝 ∈ 𝑆1 𝑆𝑖+1 ∩ 𝑆𝑖 ≠ 𝑞 -ו ∅ ∈ 𝑆𝑛 ברור . 

𝑝𝑖שאם  ∈ 𝑆𝑖+1 ∩ 𝑆𝑖  :בין  , אז קיימות מסילות𝑝  ל- 𝑝1 ,

על ידי שרשור ו. 𝑞 -ל  𝑝𝑛−1בין  ,...,𝑝2 -ל  𝑝1בין 

  .𝑞 -ל  𝑝בין המסילה הנדרשת  תקבלתהמסילות מ

 שלנו יהיו  𝑆𝑖המרכבים -כל תת. 2הערה 

𝑋מסוג  × {𝑦} (𝑦 ∈ 𝑌)    או מסוג{𝑥} × 𝑌 (𝑥 ∈ 𝑋) . 

נובעת האלה המרכבים -תתשל קשירותם המסילתית 

,𝑋מ''ט של  קשירותם המסילתיתמ 𝑌. 

 



 ישנם שלושה מקרים אפשריים:

(1)   𝑝 ∈ 𝑋 × 𝐷, 𝑞 ∈ 𝐶 × 𝑌 

(2)   𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋 × 𝐷 

(3)   𝑝, 𝑞 ∈ 𝐶 × 𝑌 

אנחנו נגדיר שרשרת המרחבים ונקודות לכל אחד 

 מהמקרים.

 

 (1קרה )מ

𝑝ה יהי = (𝑥, 𝑑); 𝑞 = (𝑐, 𝑦) . 

𝑆1אזי לוקחים:  = 𝑋 × {𝑑} ,𝑆2 = {𝑐} × 𝑌, 

 𝑝1 = (𝑐, 𝑑). 

 (2מקרה ) 

𝑝 ויהי = (𝑥𝑝, 𝑑𝑝); 𝑞 = (𝑥𝑞 , 𝑑𝑞) ,𝑑𝑝, 𝑑𝑞 ∈ 𝐷. 

𝐶 -כוון ש  ≠ 𝑐, קיימת נקודה ∅ ∈ 𝐶. אזי: 

𝑆1 = 𝑋 × {𝑑𝑝} ,𝑆2 = {𝑐} × 𝑌, 𝑆3 = 𝑋 × {𝑑𝑞}, 

𝑝1 = (𝑐, 𝑑𝑝)  ,𝑝2 = (𝑐, 𝑑𝑞). 

 (3מקרה )

𝑝 ויהי = (𝑐𝑝, 𝑦𝑝); 𝑞 = (𝑐𝑞 , 𝑦𝑞), 𝑐𝑝, 𝑐𝑞 ∈ 𝐶. 

𝐷 -כוון ש  ≠ 𝑑, קיימת נקודה ∅ ∈ 𝐷. אזי: 

𝑆1 = {𝑐𝑝} × 𝑌 ,𝑆2 = 𝑋 × {𝑑}, 𝑆3 = {𝑐𝑞} × 𝑌, 

𝑝1 = (𝑐𝑝, 𝑑)  ,𝑝2 = (𝑐𝑞 , 𝑑). 

 



 2שאלה 

𝐷2הי י = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|(𝑥
1
2 + 𝑦

1
2 ≤ 1}. 

 -כך ש ℝ2יחס שקילות על  ~הי י
(𝑥1, 𝑦1)~(𝑥2, 𝑦2) 

⇕  

 (𝑥1, 𝑦1) = (𝑥2, 𝑦2) ∨ ((𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐷
2 ∧ (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷

2)) . 

 .ℝ2-הומאומורפי ל ~/ℝ2 -ש הוכיחו

 

 הוכחה

𝑓:ℝ2 נגדיר → ℝ2 יהי באופן הבא .𝑝(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 . 

||𝑝||, אז  = √𝑥2 + 𝑦2  (נורמה). ונגדיר : 

 

𝑓(𝑝) =

{
 
 

 
 
(𝑥

||𝑝|| − 1

||𝑝||
,𝑦
||𝑝|| − 1

||𝑝||
 )

𝑂        , ||𝑝||≤ 1

 , ||𝑝|| ≥ 1 

 (שיתאר- 𝑂כאן )

𝑝(𝑟𝑝, אם או בקוארדינטות קוטביות ,𝜃𝑝 ): 

𝑓(𝑝) = {
(𝑟𝑝−1,𝜃𝑝 ),𝑟𝑝 ≥ 1 

𝑂                        ,𝑟𝑝 ≤ 1
 

 .העתקת מנה 𝑓 -נוכיח ש



 

 רציפה. 𝑓 1טענת עזר 

 .𝑓רציפות  הוכחת

,𝐵(𝑂הפונקציה שלמעלה מוגדרת על  1)𝑐. יםרציפ רכיביה 

 רציפה בעצמה. . לכן היאותפכהרכבות של פונקציות רצי

 .רציפהלכן ו קבועה,  𝐷2מוגדרת על  טההפונקציה שלמ

בריו של על אי ורציפים יםוגדרמ  𝑓 צמצומים של כלומר,

,𝐷2}סוי סגור יכ 𝐵(𝑂, 1)𝑐}  של ℝ2  ,כאשר על החיתוך – 

רציפה  𝑓ולכן  𝑂 -שני הצמצומים שווים ל  -היחידה מעגל 

 .ל'', משℝ2על 

 

 אחרת: ℝ2את עכשיו נייצג 

 ℝ2 = 𝐷2⨃𝐺 כאשר  𝐺 = (𝐷2)𝑐קל לראות ש .- 

 𝐺 = {𝑝 ∈ ℝ2| ||𝑝|| > 1}  

 

 . 2 טענת עזר

:𝑓𝐺 הצימצום 𝐺 → ℝ2 − {𝑂}  יזם.פהומאומור 

 .𝑓𝐺 לש יזםפהומאומורה תהוכח

דינטות רואוקר לונעב 'ע ועל'חח 𝑓𝐺-שכדי להוכיח 

,𝑓𝐺(𝑅  :בלקות. ניוטבק 𝜃) = (𝑅 − 1, 𝜃)  (𝑅 > 1) . 

𝑟לכל  אזי אפשר להגדיר > 0 : 

 𝑓𝐺
−1: ℝ2 − {𝑂} → 𝐺 כך ש-𝑓𝐺

−1(𝑟, 𝜃) = (𝑟 + 1, 𝜃). 



𝑓𝐺 ונותוויהש ∘ 𝑓𝐺
−1 = 𝐼𝑑ℝ2−{𝑂}     ו- 𝑓𝐺

−1 ∘ 𝑓𝐺 = 𝐼𝑑𝐺 

𝑓𝐺בטא את אם נ  .ישירות יםנבדק
 דינטותרואוקב 1−

,𝑞(𝑥לכל   קרטזיות נקבל 𝑦) ≠ 𝑂: 

𝑓𝐺
−1(𝑞) = (𝑥

||𝑞|| + 1

||𝑞||
,𝑦
||𝑞|| + 1

||𝑞||
) 

𝑓𝐺רכיביה של ה מראה שז
של ת וכהרכב יםרציפ 1−

𝑓𝐺. לכן רציפותנקציות ופ
 ∎.יזםפהומאומור 𝑓𝐺-ורציפה  1−

 

 :יך להוכיחצר העתקת מנה 𝑓 -וכיח שלהכדי 

(1) 𝑓  על קההעת:  𝑓𝐺(𝐺) = ℝ
2 − {𝑂} ו-𝑓(𝐷2) = 𝑂. 

(2) 𝑈 אם ורק אם ה חפתו𝑓−1(𝑈)  יוון כ.  החפתו"⇐" 

 .   𝑓של   מהרציפות נובע כבר 

  .החפתו 𝑈 -ש גורר החפתו  𝑓−1(𝑈) :להוכיח נשאר

𝑊נסמן  = 𝑓−1(𝑈) ונניח ש- 𝑊 החפתו. 

 

𝑂 :1מקרה  ≠ 𝑝 ∈ 𝑈  .  אז𝑓𝐺
−1(𝑝) ∈ 𝐺 ∩𝑊 .  ווןכ  

𝑉 -ש = 𝐺 ∩𝑊 תמונתה  ,החפתו𝑓𝐺(𝑉)  תחת

 גם פתוחה. אבל 𝑓𝐺 הומאומורפיזם ה

𝑝 ∈ 𝑓𝐺(𝑉) = 𝑓(𝑉) ⊆ 𝑓(𝑊) = 𝑓(𝑓−1(𝑈)) = 𝑈 

 . 𝑈 נקודה פנימית של  𝑝 לכן 

 



𝑂 :2מקרה  ∈ 𝑈  .  מספיק למצוא כדור פתוח  

 𝐵(𝑂, 1 + 𝜀) ⊆ 𝑊   (𝜀 <  :, כי אז(0

 𝐵(𝑂, 𝜀) = 𝑓(𝐵(𝑂, 1 + 𝜀)) ⊆ 𝑈 כלומר ,𝑂  נקודה

  . 𝑈 פנימית של 

𝐾יהי  נחפש את הכדור. אז = 𝐵(𝑂, 2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ∩ 𝑊𝑐. 

𝐾אם  = ,𝐵(𝑂אז  ∅ 2) ⊆ 𝑊 ו- 𝐵(𝑂,  הכדורהוא (2

 הנדרש.

𝐾אם  ≠  .(בורל-הינה קומפקטי )𝐾   אז ∅

 𝐾 ∩ 𝐷2 = ∅ ⇐ 𝐾 ∩𝑊 = 𝑝לכול . לכן ∅ ∈ 𝐾  קיים

𝜀𝑝 > ,𝐵(𝑝 -כך ש 0 𝜀𝑝) ∩ 𝐵(𝑂, 1 + 𝜀𝑝) = . אז ∅

,𝐵(𝑝}את האוסף  תואפשר לרא 𝜀𝑝)}𝑝∈𝐾
ככיסוי פתוח  

 קיימים 𝐾ל יות שט. בגלל הקומפק𝐾של 

 {𝑝1, … 𝑝𝑛} ⊆ 𝐾 ש ךכ-∪𝑖=1
𝑛 𝐵(𝑝𝑖 , 𝜀𝑝𝑖) ⊇ 𝐾 ם. א 

𝜀 רינגד = min
1≤𝑖≤𝑛

𝜀𝑝𝑖 אז ,𝐾 ∩ 𝐵(𝑂, 1 + 𝜀) =  לכן  .∅

 𝐵(𝑂, 1 + 𝜀) ⊆ 𝑊 ⇐ 𝑊𝑐 ∩ 𝐵(𝑂, 1 + 𝜀) = ∅.∎ 

 

 העתקת מנה. - 𝑓 ואז פתוחה 𝑈 -הוכחנו ש

  𝑓  . לכן ~היחס מכבד מאוד את  𝑓  ,לפי התנאי

 ., מש''ל(ההרצאה) ℝ2בין ל ~/ℝ2 זם בין הומאומורפי

 

 

 



 3אלה ש

,𝑋 יהיו 𝑌 מ''ט ו- 𝑓: 𝑋 − 𝑌 ,𝑔: 𝑌 → 𝑋 ות רציפות העתק

𝑓 -כך ש ∘ 𝑔 = 𝐼𝑑𝑌. ש הוכיחו- 𝑓 .העתקת מנה 

 הוכחה

𝑉 תהי(1) (1) ⊆ 𝑌 צה פתוחה, לכן וקב𝑓−1(𝑉) 

 .(𝑓רציפות )  פתוחה

𝑉 י תה (2) ⊆ 𝑌 ו-𝑓−1(𝑉) אזיפתוחה . 

𝑔−1(𝑓−1(𝑉)) פתוחה  ( רציפות𝑔).  :אבל 

 𝑔−1(𝑓−1(𝑉)) = (𝑓 ∘ 𝑔)−1(𝑉) = 𝐼𝑑𝑌
−1(𝑉) = 𝑉, 

 .פתוחה 𝑉כלומר 

 לפי ההגדרה, מש''ל. העתקת מנה 𝑓אז 

 

 4שאלה 

𝑥~𝑦 -כך ש ℝיחס שקילות על  ~הי י ⇔ sin 𝑥 = sin 𝑦. 

 .]0,1[ -ל הומאומורפי ~/ℝ -ש הוכיחו

 

 כחהוה

𝑓:ℝ רנגדי → 𝑥לכל כך ש [1,1−] ∈: 𝑓(𝑥) = sin 𝑥. 

𝑓רכבה:הכ 𝑓 נייצג. ~מכבדת מאוד את  𝑓אזי  = 𝑓 ∘ 𝜌  

𝜌:ℝכאשר  → ℝ/~ ו-𝑓:̂ ℝ/~  →  .(ההרצאות) [1,1−]

𝑓(ℝ) -מזה ידוע ש ץוחחח'ע.  𝑓לכן  =  ,, כלומר[1,1−]

𝑓 – ולכן גם  על𝑓 -על. 



 𝑓 – ,אז  רציפה𝑓 (ההרצאות) רציפה 

𝜌 האחרון:  דברה (ℝ) = 𝜌 [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] = ℝ/~   כי

[−
𝜋

2
,
𝜋

2
  לות.ים של כל מחלקות השקמכיל נציגי [

−]-וכוון ש
𝜋

2
,
𝜋

2
 .קטיפקומ ~/ℝרציפה, אז 𝜌 -קטי ופקומ [

̂:𝑓 האובדורף, אז[1,1−]-כוון ש מכאן: ℝ/~  → [−1,1] 

 –א וכוון שהיא גם רציפה, חח''ע ועל, הי סגורה

  הומאןמורפיזם, מש''ל.


