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במשפט לבג הנותן שקילות עם אינטגרל רימן בקטע סגור עבור פונקציה חסומה.

), נגדיר gלגבי  )
2 1
sin 0

0 0

x x
h x x

x

 ≠= 
 =

), חישוב הנגזרת ע"פ ההגדרה נותן  )' 0 0h  , ובכל=

)נקודה אחרת  ) 1 1
' 2 sin cos 3h x x

x x
= − ] כך שבסך הכל הנגזרת חסומה בקטע ≥  h ומכאן ש0,1[

) רציפה בהחלט בקטע. וע"פ הטענה האומרת כי גם hמקיימת את תנאי ליפשיץ ומכאן ש- )h g= 

 רציפה בהחלט.gרציפה בהחלט (שנובעת בקלות מאי-שוויון המשולש "ההפוך") מקבלים כי 

)ההרכבה היא  )( ) 1
sinf g x x
x

. וסדרת החלוקות =
2 2 2 2 2

:
2 3 4NP Nπ π π π π

> > > >Kנותנת  

)סדרה  ), Nv f P שגדלה בקצב הרמוני (חישוב דומה למה שראינו בתרגול). מכאן כי [ ]1
0T f g = +∞o 

fכלומר  go.אינה בעלת השתנות חסומה, ולכן גם אינה רציפה בהחלט 

]. נניח כי 3 ]( ), ,f g BV a b∈ ז"א) [ ] [ ],b b
a aT f T g < ] ) נוכיח כי גם ∞ ]( ),f g BV a b+ ∈. 

]ובכן, לכל חלוקה  ]| ,P a bמתקיים  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ] [ ]
1 1 1

1 1 1

,

, ,

n n n

k k k k k k
k k k

b b
a a

v f g P f g x f g x f x f x g x g x

v f P v g P T f T g

− − −
= = =

+ = + − + ≤ − + −

= + ≤ +

∑ ∑ ∑

] על כל החלוקות לקבל supניקח  ]
( ) [ ] [ ]

| ,

sup , b b
a a

P a b

v f g P T f T g+ ≤   או+

[ ] [ ] [ ]b b b
a a aT f g T f T g+ ≤ + <  כדרוש.∞

)לגבי כפל בסקלר, פשוט לראות שלכל חלוקה  ) ( ) [ ], , b
av cf P c v f P c T f=   ולכן≥

[ ] [ ]b b
a aT cf c T f≤ < ∞.

]לגבי כפל פונקציות: נניח כי  ]( )1,2 ,f BV a b∈ע"פ משפט הפירוק של ז'ורדן נוכל לרשום  

1 1 1 2 2 2,f g h f g h= − = 1,2 כאשר − 1,2,g h עולות. מכאן ( )1 2 1 2 1 2 1 2 2 1f f g g h h g h g h= + − + 

מיוצגת גם כהפרש שתי פונקציות עולות – ולכן בעלת השתנות חסומה.
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א. הפונקציה 
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  מראה את הדרוש, שכן היא רציפה, ונגזרתה רציפה בכל קטע
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