
 (פתרון) 9 תרגיל – לטופולוגיה מבוא

 1 הלשא

,𝑋)יהיו  𝜏1) , (𝑋, 𝜏2)  כך שמ''טשני ,-(𝑋, 𝜏1) ו קומפקטי- 𝜏2 ⊆ 𝜏1 . 

,𝑋)-ש הוכיחו 𝜏2) קומפקטי. 

 

 החהוכ

,𝑋) וח של פת יסויכ 𝛼∈𝐼{𝑈𝛼} יהי 𝜏2) אזי .𝑈𝛼 ∈ 𝜏2  לכל𝛼 ∈ 𝐼  .

𝑈𝛼י, , לפי התנאמכאן ∈ 𝜏1  לכל𝛼 ∈ 𝐼  ,לכןו  {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 וח פת יסויכ

,𝑋) של  𝜏1).  שכיוון-(𝑋, 𝜏1) קבוצה -, קיימת תתקומפקטי𝐹 ⊆ 𝐼 

𝛼∈𝐹∪-סופית כך ש 𝑈𝛼 = 𝑋 ( ותקומפקטיהת הגדרלפי). יפל -י אז 

,𝑋) - ההגדרה אותה 𝜏2) קומפקטי. 
 

 2שאלה 

,𝑋) יהי 𝜏)  ספית, -קו  טופולוגיהמרחב טופטלוגי עם 

𝜏 כלומר: = {∅} ∪ {𝑈 ⊆ 𝑋||𝑈𝑐| <  .(פולוגיהטו𝜏 -פעם ש הוכחנו){∞

,𝑋)-ש כיחווה 𝜏) קומפקטי. 

 

 החהוכ

 (.הוכחהה תמצאו אכבר כפיר סלומון ואליעזר שפרכר )

𝑋אם  =  וח שלפת יסויכ 𝛼∈𝐼{𝑈𝛼} יהיאז הכול הוכך. אחרת,  ∅

𝛼0בחר נ .המרחב ∈ 𝐼 כך ש-𝑈𝛼0
≠ 𝑈𝛼0|, אזי ∅

𝑐 | < ∞ . 

𝑈𝛼0אם 
𝑐 = 𝑈𝛼0}אז  ∅

 כיסוי המבוקש.-תתההוא  {

𝑈𝛼0אם 
𝑐 ≠ 𝑈𝛼0 אז ,∅

𝑐 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛}  כאשר𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋  במקרה .

,𝛼1קיימים  הזה … , 𝛼𝑛 ∈ 𝐼 כך ש-𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝛼𝑖
   (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛). :לכן 

 𝑋 = 𝑈𝛼0
∪ 𝑈𝛼0

𝑐 = 𝑈𝛼0
∪𝑖=1

𝑛 𝑈𝛼𝑖
𝑈𝛼𝑗}. מכאן 

}
0≤𝑗≤𝑛

כיסוי -תתה - 

 המבוקש.



 

 3שאלה 

 תזכורת.

 .יתכונת החיתוך הסופ .הרהגד

-אם לכל תת יתכונת החיתוך הסופ מקיים את 𝛼∈𝐼{𝐴𝛼}  קבוצות אוסף

 ,ריק לא חיתוך שלו סופי אוסף

𝐹   פיתוקבוצה ס-, לכל תתכלומר ⊆ 𝐼  םמתקיי: 

⋂ 𝐴𝛼

𝛼∈𝐹

≠ ∅ 

 :(טרייםמ רחביםבמסגרת מ פעם הוכנו בכיתה) משפתהוכיחו 

  רק אםו םקומפקטי א𝑋 ט ''מ

תכונת קיים שלו המ רותוסגת קבוצו-תתשל  𝛼∈𝐼{𝐴𝛼}סף וכל א

  ך לא ריק, כלומר: ו, הוא בעל חית יסופהחיתוך ה

⋂ 𝐴𝛼

𝛼∈𝐼

≠ ∅ 

 החהוכ

 רותוסגת קבוצו-תתשל  סףוא 𝛼∈𝐼{𝐴𝛼} יהי. קומפקטי ט''מ 𝑋 יהי (⇐ 

⋂ -ש – בשלילה – חי. נניסופחיתוך תכונת קיים מש 𝐴𝛼𝛼∈𝐼 = אזי  .∅

𝛼∈𝐼∪ (דה מורגן קיוח) 𝐴𝛼
𝑐 = 𝑋.  כל𝐴𝛼

𝑐  פתןחה כי𝐴𝛼 ה. לכן רוסג

{𝐴𝛼
𝑐 }𝛼∈𝐼  כיסוי פתוח של𝑋 ,וכיוון ש- 𝑋 כיסוי סופי -מכיל תת קומפקטי

{𝐴𝛼
𝑐 }𝛼∈𝐹 ( 𝐹 ⊆ 𝐼 ,𝐹 -זי א .(סופית∪𝛼∈𝐹 𝐴𝛼

𝑐 = 𝑋  דה  קיוחולפי

⋂: מורגן 𝐴𝛼𝛼∈𝐹 =  ∎.יסופחיתוך תכונת ל שסותר, ∅

תכונת קיים המ,  𝑋של  רותוסגת קבוצו-תתשל  סף וכל א יהי  (⇒

לא  𝑋 -ש – בשלילה –ח יננ .ך לא ריקובעל חית ,יסופחיתוך 

לא מכיל שהוא כך  𝑋של  𝛼∈𝐼{𝑈𝛼} כיסוי פתוח . אזי קייםקומפקטי

 :דה מורגן קיוחלפי  כיסוח סופי. אזי-שום תת

https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%A7%D7%91%D7%95%D7%A6%D7%94_(%D7%9E%D7%AA%D7%9E%D7%98%D7%99%D7%A7%D7%94)
https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%A7%D7%91%D7%95%D7%A6%D7%94_(%D7%9E%D7%AA%D7%9E%D7%98%D7%99%D7%A7%D7%94)
https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%A7%D7%91%D7%95%D7%A6%D7%94_%D7%A1%D7%95%D7%A4%D7%99%D7%AA
https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%A7%D7%91%D7%95%D7%A6%D7%94_%D7%A1%D7%95%D7%A4%D7%99%D7%AA
https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%97%D7%99%D7%AA%D7%95%D7%9A_(%D7%9E%D7%AA%D7%9E%D7%98%D7%99%D7%A7%D7%94)
https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%97%D7%99%D7%AA%D7%95%D7%9A_(%D7%9E%D7%AA%D7%9E%D7%98%D7%99%D7%A7%D7%94)
https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%94%D7%A7%D7%91%D7%95%D7%A6%D7%94_%D7%94%D7%A8%D7%99%D7%A7%D7%94
https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%94%D7%A7%D7%91%D7%95%D7%A6%D7%94_%D7%94%D7%A8%D7%99%D7%A7%D7%94


 

⋂  (א 𝑈𝛼
𝑐

𝛼∈𝐼 =  ,𝑋כיסוי של  𝛼∈𝐼{𝑈𝛼}כי  ∅

⋂  (ב 𝑈𝛼
𝑐

𝛼∈𝐹 ≠ 𝐹קבוצה סופית -לכל תת ∅ ⊆ 𝐼 ,ז''א , {𝑈𝛼
𝑐}𝛼∈𝐼 

 .יסופחיתוך תכונת מקיים 

𝑈𝛼זאת, כל  עם
𝑐  סגורות כי כל𝑈𝛼 .אינתאזי לפי ה פתוחות 

 ∎ ב(.-ל סותרא(  

 

 4אלה ש

,𝑋 יהיו  𝑌 ו יםטופולוגי יםמרחב-𝑌  וסדורףאהמרחב.   

𝐴קבוצה  -הא תתת ⊆ 𝑋 צפופה ב-𝑋   ויהיו𝑓, 𝑔: 𝑋 → 𝑌   שתי

𝑓|𝐴  -פונקציות רציפות כך ש =   𝑔|𝐴  . 

𝑓 -ש הוכיחו = 𝑔. 

 

 .החהוכ

𝑥שקיימת נקודה  להבדרך השלינניח  ∈ 𝑋  שכך- 𝑓(𝑥) ≠ 𝑔(𝑥). 

𝑦1: נסמן = 𝑓(𝑥) , 𝑦2 = 𝑔(𝑥) .כיוון ש- 𝑌  ב ,וסדורףאהמרחב- 𝑌 

𝑦1 ות ת סביבוקיימ ∈ 𝑊1 ו-𝑦2 ∈ 𝑊2 כך ש-𝑊1 ∩ 𝑊2 = ∅  . 

,𝑓 -מכיוון ש 𝑔  בנקדה  אז כל אחת מהן רציפה רציפות 𝑥.  לכן לפי

 :אנחנו מקבלים הגדרת רציפות פונקציה בנקדה

𝑓(𝑈𝑥)  -כך ש 𝑥של  𝑈𝑥סביבה קיימת  ⊆ 𝑊1, 

𝑈𝑥סביבה קיימת ו
𝑔(𝑈𝑥  -כך ש 𝑥של  ′

′
 
) ⊆ 𝑊2. 

𝑉𝑥נקח  = 𝑈𝑥 ∩ 𝑈𝑥
-ממכילה נקודות  ןלכחה ווקבוצה פת  𝑉𝑥. אזי  ′

 𝐴(בגלל הצפיפות 𝐴  ב-(𝑋 אבל אם .𝑎 ∈ 𝑉𝑥 ∩ 𝐴,  אז  𝑓(𝑎) =

𝑔(𝑎)   כי𝑓|𝐴 =   𝑔|𝐴 . נסמן 𝑏 = 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) .אז מקבלים: 

  𝑏 ∈ 𝑓(𝑉𝑥) ∩ 𝑔(𝑉𝑥) ⊆ 𝑓(𝑈𝑥) ∩ 𝑔(𝑈𝑥
′

 
) ⊆ 𝑊1 ∩ 𝑊2 = ∅. 

 .סתירה
 



 

 (צאה האחרונההארמ) .5שאלה 

,𝑋 יהיו  𝑌 ו יםטופולוגי יםמרחב-𝐵   של המרחב בסיס𝑋 . 

:𝑓 הפונקציש הוכיחו 𝑋 → 𝑌  לכל  רק אםו םאפתוחה𝑉 ∈ 𝐵 םמתקיי :

𝑓(𝑉) היא קבוצה פתוחה ב- 𝑌. 

 

 החהוכ

:𝑓 הית (⇐  𝑋 → 𝑌 יהי . פתוחה𝑉 ∈ 𝐵 , אזי 𝑉 הגדרת ) פתוחה

 ∎ .𝑓פתיחות של הזכות ב פתוחה 𝑓(𝑉)ז א. אבל (הבסיס
𝑉לכל  יהי  (⇒ ∈ 𝐵 𝑓(𝑉) קבוצה פתוחה ב- 𝑌,היות𝑈 ⊆ 𝑋   קבוצה

𝑥לכל  (ההרצאהאזי ) .פתוחה ∈ 𝑈   קיימת𝑉𝑥 ∈ 𝐵   כך 
𝑥-ש ∈ 𝑉𝑥 ⊆ 𝑈. ם: לפי למה שימושית מקבלי𝑈 =∪𝑥∈𝑈 𝑉𝑥 .כאןמ: 

𝑓(𝑈) = 𝑓(∪𝑥∈𝑈 𝑉𝑥) =∪𝑥∈𝑈 𝑓(𝑉𝑥) כל .𝑓(𝑉𝑥) לפי פתוחה 

 ות, מש''ל.פתוחכאחוד של קבוצות  פתוחה 𝑓(𝑈)התנאי. לכן 

 


