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 30/03/25 – אודיסאהל 1חדו"א  86-147 –  ' במועד  מבחן פתרון 

 חומר עזר: מחשבון פשוט בלבד   משך המבחן: שלוש שעות     : דר' ארז שיינר המרצ

 100יעוגל ל 100כל ציון מעל   ענו על כל השאלות      נק' 20 :משקל כל שאלה

 מותר לכתוב משני צידי הדף.  יש לכתוב את התשובות על גבי טופס המבחן במקום המתאים בלבד.

 מחברות הטיוטה מושלכות ולא תבדקנה.

 חשבו את הגבולות הבאים:  .1
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 ו מועד א'.מ בדיוק כ

2.  

∫ חשבו את .א 𝑥2𝑒2𝑥𝑑𝑥. 

∫𝑥2𝑒2𝑥𝑑𝑥 = {
𝑓′ = 𝑒2𝑥 𝑔 = 𝑥2

𝑓 =
1

2
𝑒2𝑥 𝑔′ = 2𝑥

} =
1

2
𝑥2𝑒2𝑥 −∫𝑥𝑒2𝑥𝑑𝑥 = 

= {
𝑓′ = 𝑒2𝑥 𝑔 = 𝑥

𝑓 =
1

2
𝑒2𝑥 𝑔′ = 1

} =
1

2
𝑥2𝑒2𝑥 − (

1

2
𝑥𝑒2𝑥 −

1

2
∫𝑒2𝑥𝑑𝑥) =

1

2
𝑥2𝑒2𝑥 −

1

2
𝑥𝑒2𝑥 +

1

4
𝑒2𝑥 + 𝐶 

∫ שבו אתח .ב
1

𝑥(𝑥−1)(𝑥−2)
𝑑𝑥. 

1

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

𝑥 − 2
 

 תף ונשווה מוניםנעשה מכנה משו

1 = 𝐴(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) + 𝐵𝑥(𝑥 − 2) + 𝐶𝑥(𝑥 − 1) 

𝑥נציב  =  ונקבל 0,1,2

1 = 2𝐴 

1 = −𝐵 

1 = 2𝐶 

 כלומר  

1

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
=
1

2
⋅
1

𝑥
−

1

𝑥 − 1
+
1

2
⋅

1

𝑥 − 2
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 ולכן 

∫
1

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
𝑑𝑥 =

1

2
ln|𝑥| − ln|𝑥 − 1| +

1

2
ln|𝑥 − 2| + 𝐶 

 

3.  

sin(𝑥)מצאו כמה פתרונות יש למשוואה   .א = 𝑥. 

 ונקציהנעביר אגף ונבנה פ

ℎ(𝑥) = sin(𝑥) − 𝑥 

ℎ′(𝑥) = cos(𝑥) − 1 ≤ 0 

 ת, ויש לכל היותר פתרון אחד. לכן הפונקציה תמיד יורד

ℎ(0)כיוון ש  =  , יש לפחות פתרון אחד.0

 . בדיוק פתרון יחידסה"כ  

2צאו כמה פתרונות יש למשוואה  מ .ב cos(𝑥) = 𝑥2. 

 נעביר אגף ונבנה פונקציה

ℎ(𝑥) = 2 cos(𝑥) − 𝑥2 

ℎ′(𝑥) = −2 sin(𝑥) − 2𝑥 = −2(sin(𝑥) + 𝑥) 

sin(𝑥)אה  למשוו + 𝑥 = 𝑥כאשר   יש בדיוק פתרון אחד 0 =  .עם הוכחה דומה לסעיף א', 0

ℎ′(𝜋)כיוון ש  < ℎ′(−𝜋)וכן   0 > ,∞−)עולה בתחום   ℎנובע כי   0  .(∞,0]ויורדת בתחום  [0

 לכן יש לכל היותר שני פתרונות.

ℎ(0)כיוון ש  = ℎ, וכן  2 (
𝜋

2
) = −(

𝜋

2
)
2

ℎוכן   (−
𝜋

2
) = −(−

𝜋

2
)
2
< וכיוון שהפונקציה רציפה, לפי משפט ערך הביניים היא   0

,0)ת בתחום מתאפס
𝜋

2
−)וכן בתחום  (

𝜋

2
,  ונות למשוואה. וסה"כ בדיוק שני פתר (0

 

𝑔(𝑥), ונביט ב 𝑥0הגזירה בנק' פונקציה  𝑓תהי  .4 = 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

𝑓(𝑥)אם למשוואה  הוכיחו או הפריכו:  .א = 𝑔(𝑥)  יש אינסוף פתרונות, אזי𝑓(𝑥)  .היא קו ישר 

𝑓(𝑥)הפרכה: נביט בפונקציה  = cos(𝑥) בנק '𝑥0 = 0. 

𝑔(𝑥) = 1 
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cos(𝑥)ובן שיש אינסוף פתרונות למשוואה  וכמ =  אינה קו ישר. cos⁡(𝑥)ואילו  1

𝑥אם לכל  וכיחו או הפריכו: ה .ב ∈ ℝ  מתקיים כי𝑓′′(𝑥) > 𝑥לכל אזי   0 ∈ ℝ  מתקיים כי𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥). 

 הוכחה: 

 גף ונבנה פונקציהאנעביר 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) − 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑥0) 

ℎ′′(𝑥) = 𝑓′′(𝑥) > 0 

 יה עולה.פונקצ ℎ′(𝑥)לכן  

ℎ′(𝑥0)כיוון ש  =  וחיובית אחריו.  𝑥0עד שלילית  ′ℎנובע כי  0

 𝑥0יש מינימום גלובלי ב   ℎלכן ל

ℎ(𝑥0)כיוון ש  = 𝑥נובע כי לכל  0 ∈ ℝ   מתקיים כיℎ(𝑥) ≥  כפי שרצינו. 0

 

𝑆𝑛סדרה חיובית ומונוטונית יורדת, ותהי  𝑎𝑛תהי סדרה  .5 = ∑ (−1)𝑘+1𝑎𝑘
𝑛
𝑘=1. 

 מונוטונית יורדת.  𝑆2𝑛−1  הוכיחו כי .א

𝑆2(𝑛+1)−1 − 𝑆2𝑛−1 = 𝑆2𝑛+1 − 𝑆2𝑛−1 = ∑ (−1)𝑘+1𝑎𝑘

2𝑛+1

𝑘=1

− ∑ (−1)𝑘+1𝑎𝑘

2𝑛−1

𝑘=1

= 

= ∑ (−1)𝑘+1𝑎𝑘

2𝑛+1

𝑘=2𝑛

= 𝑎2𝑛+1 − 𝑎2𝑛 ≤ 0 

 מתכנסת לגבול סופי. 𝑆2𝑛−1וכיחו כי  ה .ב

𝑆2𝑛−1 = 𝑎1 − 𝑎2 +⋯− 𝑎2𝑛−2 + 𝑎2𝑛−1 = 𝑎1 + (−𝑎2 + 𝑎3) + ⋯+ (−𝑎2𝑛−2 + 𝑎2𝑛−1) ≥ 𝑎1 > 0 

 לגבול סופי.   ולכן מתכנסת 𝑎1ע ע"י  רסדרה מונוטונית וחסומה מל 𝑆2𝑛−1מר  כלו

6.  

 חשבו את גבול הסדרה  .א

𝑎𝑛 = ∑
sin2 (

𝑘
𝑛
)

𝑛

𝑛

𝑘=1

 

𝑓(𝑥)כיוון ש  = sin2(𝑥)  אזי  [0,1]רציפה בקטע 
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𝑎𝑛 = ∑
1

𝑛
𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=1

→ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= ∫ sin2(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

 

 כעת

cos(2𝑥) = cos2(𝑥) − sin2(𝑥) = 1 − 2 sin2(𝑥) 

sin2(𝑥) =
1 − cos⁡(2𝑥)

2
 

 ולכן 

∫ sin2(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

=
1

2
∫(1 − cos(2𝑥))𝑑𝑥 =

1

2
[𝑥 −

1

2
sin(2𝑥)]

0

1

=
1

2
[1 −

1

2
sin(2) − 0 + 0] =

1

2
−
1

4
sin(2) 

5√וכיחו כי  ה .ב > √9
3

. 

 , ולהוכיח את אי השיוויון השקולט להעלות בריבוע לור אפשר פשון בעזרת טיימעבר לפתרו

5 > √81
3

 

 או

√125
3

> √81
3

 

 שזה כמובן נכון.

 


