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 3אינפי  – 5הרצאה 
 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2) sin
1

𝑥
sin
1

𝑦
      𝑥, 𝑦 ≠ 0 

𝑦נקבע  ≠ 0 

∄lim
𝑥→0

((𝑥2 + 𝑦2) sin
1

𝑥
sin
1

𝑦
)  

0ולכן אין גבול מחוזרר, אבל יש קיים גבול!  ≤ |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑥2 + 𝑦2
(𝑥,𝑦)→(0,0)
→       0 

 

 משפט
 נניח שקיים 

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿 

 אם קיים 

(∀𝑥 ∶ 0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿) lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ 𝜑(𝑥) 

 אז

∃ lim
𝑥→𝑥0

𝜑(𝑥) = 𝐿 

 הוכחה
𝜖נקבע  > 0. 

∃𝛿 > 0 ∶ |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, |𝑦 − 𝑦0| < 𝛿 , (𝑥, 𝑦) ≠ (𝑥0, 𝑦0) 

,𝑓(𝑥|אז  𝑦) − 𝐿| <
𝜖

2
 

𝑦 → 𝑦0 ⇒ |𝜑(𝑥) − 𝐿| ≤
𝜖

2
< 𝜖 

0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 

∃ואז לפי הגדרה של גבול  lim
𝑥→𝑥0

𝜑(𝑥) = 𝐿 

 מבחן קושי של קיום גבול

 משפט
𝑓: Ω → ℝ𝑚 

Ω ⊆ ℝ𝑛, 𝑝 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω 

 אזי:

∃ lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝐿 ∈ ℝ𝑚 ⇔ 

∀𝜖 > 0∃𝛿 > 0:∀𝑥, 𝑥′ ∈ Ω, 0 < ||𝑥 − 𝑝|| < 𝛿, 0 < ||𝑥′ − 𝑝|| < 𝛿 ∶ ||𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)|| < 𝜖 
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 קוטביות )פולריות( תקואורדינטו
𝑛 = 2 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 = ||𝑥, 𝑦||
2

 

𝜑 = tan
𝑥

𝑟
= arctan

𝑦

𝑥
 

 

 דוגמאות
1) 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥𝑦

√𝑥2+𝑦2
    (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0) 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) =? 

|xy| ≤
𝑥2 + 𝑦2

2
 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| = |
𝑥𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
| ≤

1

2

𝑥2 + 𝑦2

√𝑥2 + 𝑦2
=
1

2
√𝑥2 + 𝑦2 → 0 

 ולכן 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 

 דרך נוספת:

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| = |
𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑟
| ≤ 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 → 0 

2) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
 

𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑) =
𝑟2𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑟2
= cos𝜑 sin𝜑 

lim
𝑟→0

𝑓(𝑟 cos𝜑 , 𝑟 sin𝜑) = cos𝜑 sin𝜑 

 מתכנס. , לא𝜑תלוי ב

 תרגילים
1) 𝑓(𝑥, 𝑦) = (√1 − 𝑥2, ln(𝑥2 − 𝑦2) , sin 𝑥 sin 𝑦) 

𝑓: Ω → ℝ3 

Ω = {𝑥, 𝑦 ∈ ℝ2: |𝑥| > |𝑦|, |𝑥| ≤ 1} 

2) lim
(𝑥,𝑦)→(0,1)

2+𝑥−𝑦

1+2𝑥2+3𝑦2
=
2−1

1+3
=
1

4
 

3) lim
(𝑥,𝑦)→(1,−1)

(
𝑥−1

𝑦−1
,
𝑥2+𝑥−2

𝑥−1
) = lim

(𝑥,𝑦)→(1,−1)
(
𝑥−1

𝑦−1
,
(𝑥−1)(𝑥+2)

𝑥−1
) = (0,3) 

4) lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

sin(𝑥2+𝑦2)

𝑥2+𝑦2
= 1 

5) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
3𝑥2𝑦

𝑥2+𝑦2
      (𝑥, 𝑦) ≠ 0 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| =
3𝑥2|𝑦|

𝑥2 + 𝑦2
≤
3𝑥2|𝑦|

𝑥2
= 3|𝑦|

(𝑥,𝑦)→(0,0)
→       0 

|𝑓(𝑟 cos𝜑 , 𝑟 sin𝜑)| ≤
3𝑟3|sin𝜑|| cos𝜑| 

𝑟2
≤ 3𝑟 → 0 

6) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥3−𝑦3

𝑥2+𝑦2
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|𝑓(𝑥, 𝑦)| =
|𝑥3 − 𝑦3|

𝑥2 + 𝑦2
≤
|𝑥|3 + |𝑦|3

𝑥2 + 𝑦2
=

|𝑥|3

𝑥2 + 𝑦2
+

|𝑦|3

𝑥2 + 𝑦2
≤ |𝑥| + |𝑦| → 0 

7) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥−𝑦

(𝑥2+𝑦2)𝛼
 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑓(𝑥, 𝑦) =? 

 

𝑓(𝜆𝑒1, 𝜆𝑒2) =
𝜆(𝑒1 − 𝑒2)

𝜆2𝛼(𝑒1
2 + 𝑒2

2)𝛼
= 𝜆1−2𝛼

𝑒1 − 𝑒2
(𝑒1
2 + 𝑒2

2)𝛼 𝜆→0
→  0 ⇔ 1− 2𝛼 > 0 

𝑙𝑖𝑚𝑓∃לכן  = 𝐿  1אזי − 2α > 𝛼כלומר  0 <
1

2
𝐿. אם הגבול קיים אז  = 0 

𝛼נניח כי  <
1

2
 :|𝑓(𝑥, 𝑦)| = |

𝑥−𝑦

(𝑥2+𝑦2)𝛼
| ≤

|𝑥|+|𝑦|

(𝑥2+𝑦2)𝛼
≤
√2(𝑥2+𝑦2)

(𝑥2+𝑦2)𝛼
= √2(𝑥2 + 𝑦2)

1

2
−𝛼 → 0 

𝛼כלומר גבול קיים אם"ם  <
1

2
 

 תזכורת

𝑎, 𝑏 > 0 ∶ 𝑎 + 𝑏 ≤ √2(𝑎2 + 𝑏2) 

𝑎 + 𝑏 = 1𝑎 + 1𝑏 = |〈(1,1), (𝑎, 𝑏)〉| ≤ √2√𝑎2 + 𝑏2 

8) 𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝛼𝑦4

𝑥2+𝑦2
,      𝛼 > 0, (𝑥, 𝑦) ≠ 0 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ |
𝑥𝛼𝑦4

𝑦4
| ≤ |𝑥|𝛼 → 0 

 ℝ𝒏פונקציות רציפות ב

 הגדרה
Ω ∈ ℝ𝑛, 𝑝 ∈ Ω 

𝑓:Ω → ℝ𝑚 

 אם מתקיים התנאי : 𝑝רציפה בנקודה  𝑓אומרים ש 

∀𝜖 > 0∃𝛿 > 0 ∶  𝑥 ∈ Ω ||𝑥 − 𝑝|| < 𝛿 ⇒ ||𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑝)|| < 𝜖 

 משפט
𝑝אם  ∈ Ω  אבל𝑝 ∉ 𝐿𝑖𝑚Ω  מבודדת( אז(𝑓 .תמיד רציפה 

𝑝אם  ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω∩ Ω  אז𝑓  רציפה בנקודה𝑝  אם"םlim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑝) 

 תכונות
,𝑓אם  𝑔  רציפה בנקודה𝑝 אזי 

1) 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔 רציפות ב-𝑝 

2) 〈𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)〉 רציפה ב𝑝 

𝑚אם  (3 = 1, 𝑔(𝑝) ≠ אזי  0
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 רציפה 

4) ||𝑓(𝑥)|| רציפה 
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 משפט
Ω1יהי  ∈ ℝ

𝑛, Ω2 ∈ ℝ
𝑚. 

𝑓:Ω1 → Ω2,    𝑓: Ω2 → ℝ
𝑙 

ℎ ≔ 𝑔 ∘ 𝑓 

𝑝רציפה ב 𝑓אם  ∈ ℝ ,𝑞 = 𝑓(𝑝) ∈ Ω2  אזיℎ נרשמה ב𝑝. 

 דוגמא
 רציפות לפי כל משתנה

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

𝑓(𝑥1
𝑜, … , 𝑥𝑗−1

𝑜 , 𝑥𝑗 , … , 𝑥𝑛
𝑜) ⇏ 𝑓 רציפה 

,𝑓(𝑥לדוגמא  𝑦) = {

𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
     𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0                𝑥 = 𝑦 = 0
. 

∄ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0) 

𝑓(𝑥, 𝑦) (0,0)כלומר לא רציף ב 

,𝑥כן רציפה לגבי  𝑓אבל  𝑦 .בנפרד 

𝑓(𝑦) = {

𝑥0𝑦

𝑥0
2 + 𝑦2

     𝑥0
2 + 𝑦2 ≠ 0

0                𝑥0 = 𝑦 = 0
 

lim
𝑦→0

𝑓(𝑥0, 𝑦) = 0 

 .𝑦רציפה לגבי  𝑥0 𝑓∀ולכן 

 .𝑥רציפה לגבי  𝑓כנ"ל 

 𝑚𝑖𝑛 ,𝑚𝑎𝑥על  𝑊𝑒𝑖𝑒𝑟𝑠𝑡𝑟𝑎𝑠𝑠משפט של 
𝐾תהי  ⊆ ℝ𝑛 .)קבוצה סגורה וחסומה )קומפקטית 

:𝑓תהי  𝑘 → ℝ ונניח ש𝑓  רציפה על𝐾אזי , 

1) 𝑓 חסומה בקטע 

,𝑥𝑚𝑖𝑛קיימות נקודות  (2 𝑥𝑚𝑎𝑥 ∈ 𝐾 כך ש 

𝑓(𝑥max  ) = sup
𝑥∈𝐾

𝑓(𝑥) = max
𝑥∈𝐾

𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥𝑚𝑖𝑛) = inf
𝑥∈𝐾

𝑓(𝑥) = min
𝑥∈𝐾

𝑓(𝑥) 

 

 


