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 )6, לא כולל חומר של הרצאה 5(כולל חומר של הרצאה 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



𝑋𝑋,𝑇𝑇)י יה .1 𝑝𝑝 -ו ,מרחב טופולוגי (  ∉ 𝑋𝑋. 
′𝑋𝑋קבוצה בקבוצות  -תת ′𝑇𝑇נגדיר אוסף  = 𝑋𝑋 ∪ {𝑝𝑝} :על ידי נוסחה 

𝑇𝑇′ = {∅ } ∪ {𝑈𝑈 ∪ {𝑝𝑝}|𝑈𝑈 ∈ 𝑇𝑇} 
 וכיחוה

1.1. (𝑋𝑋′,𝑇𝑇′ )  .מרחב טופולוגי 
1.2. (𝑋𝑋′,𝑇𝑇′ )   קשיר.מ''ט 
 

 . 1.1 הוכחה
∅ )א ∈ 𝑇𝑇′ ,𝑇𝑇′ ∋ 𝑋𝑋′ = 𝑋𝑋 ∪ {𝑝𝑝} 
′𝑈𝑈𝛼𝛼} יהי )ב }𝛼𝛼∈𝐼𝐼 אסף קבוצות מ-𝑇𝑇′ : ישנן שתי אפשרויות . 

  ′𝑇𝑇-ריקות, אזי אחודן ריק ושייך ל ′𝑈𝑈𝛼𝛼כל  -
𝛼𝛼 קיימים אינדקסים - ∈ 𝐼𝐼 (לפחות אחד) כך ש- 𝑈𝑈𝛼𝛼′ = {𝑝𝑝} ∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼  

𝑈𝑈𝛼𝛼כאשר  ∈ 𝑇𝑇 .נסמן קבוצת האינדקסים האלה ב- 𝐽𝐽. 

�𝑈𝑈𝛼𝛼′
𝛼𝛼∈𝐼𝐼

= �(𝑈𝑈𝛼𝛼 ∪ {𝑝𝑝})
𝛼𝛼∈𝐽𝐽

= (�𝑈𝑈𝛼𝛼) ∪ {𝑝𝑝}
𝛼𝛼∈𝐽𝐽

= 𝑈𝑈′ 

⋃האחוד  ןכא 𝑈𝑈𝛼𝛼𝛼𝛼∈𝐽𝐽 טופולוגיה תוח בפ 𝑇𝑇  קבוצות פתוחות של כאחוד
′𝑈𝑈לכן  בה. ∈ 𝑇𝑇′.מש''ל , 

 . ישנן שתי אפשרויות : ′𝑇𝑇-מ אסף סופי של קבוצות 1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛{′𝑈𝑈𝑖𝑖} יהי )ג
 . ′𝑇𝑇-ישנה בינהן קבוצה  ריק, אזי החיתוך שלהן ריק ושייך ל -
1אינדקסים לכל ה - ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 𝑈𝑈𝑖𝑖′ = {𝑝𝑝} ∪ 𝑈𝑈𝑖𝑖  כאשר𝑈𝑈𝑖𝑖 ∈ 𝑇𝑇. 

 אזי 

� 𝑈𝑈𝑖𝑖′

1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

= � (𝑈𝑈𝑖𝑖 ∪ {𝑝𝑝})
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

= � � 𝑈𝑈𝑖𝑖
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

� ∪ {𝑝𝑝} = 𝑉𝑉′ 

⋂כאן החיתוך  𝑈𝑈𝑖𝑖1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛  פתוח בטופולוגיה 𝑇𝑇 קבוצות סופי של  חיתוךכ
′𝑉𝑉פתוחות בה. לכן  ∈ 𝑇𝑇′.מש''ל , 

 
 .1.2 הוכחה

 אזי קימות שתי  קשיר. אינו  ( ′𝑋𝑋′,𝑇𝑇) -ש –בשלילה  –נניח 
 -כך ש  ′𝑈𝑈′,𝑉𝑉קבוצות 

  𝑈𝑈′,𝑉𝑉′ ∈ 𝑇𝑇′ (א) 
  𝑈𝑈′ ∩ 𝑉𝑉′ =  (ב) ∅



 𝑈𝑈′ ∪ 𝑉𝑉′ = 𝑋𝑋′(ג) 
 𝑈𝑈′ ≠  (ד) ∅
 𝑉𝑉′ ≠  (ה) ∅
 

𝑝𝑝(ג), לפי אזי  ∈ 𝑈𝑈′  או𝑝𝑝 ∈ 𝑉𝑉′ נניח בלי הגבלת הכלליות . 
𝑝𝑝 -ש ∈ 𝑈𝑈′ (ב) אזי לפי .𝑝𝑝 ∉ 𝑉𝑉′  פי הגדרת ל. לכן𝑇𝑇′ ,𝑉𝑉′ = ∅ . 

 , מש''ל.קשיר  ( ′𝑋𝑋′,𝑇𝑇) -לכן  (ה).-אבל זה סותר ל
 

𝐴𝐴,מרחב טופולוגי  X היי .2 ⊆ 𝑋𝑋 ו ,רחב קשירמ-תת- 𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 ⊆ �̅�𝐴. 
 .קשיר 𝐵𝐵 מרחב -שלכל תת וכיחוה

 

  .הוכחה
 בלים:קמ,  𝐵𝐵לפי תכונת סגור בתת מרחב 

𝐴𝐴
𝐵𝐵

= �̅�𝐴 ∩ 𝐵𝐵 
�̅�𝐴: תנאילפי ה אבל ∩ 𝐵𝐵 = 𝐵𝐵 ולכן ,𝐴𝐴

𝐵𝐵
= 𝐵𝐵.  כלומר, במסגרת 

קשיר גם הסגור שלו קשיר  𝐴𝐴  -צפופ בו. כיוון ש 𝐴𝐴מרחב  תת 𝐵𝐵מרחב 
 , מש''ל.קשיר 𝐵𝐵. אזי  ה)א(לפי ההרצ

 
𝐴𝐴,𝐵𝐵מ''ט ויהיו  𝑋𝑋יהי  .3 ⊆ 𝑋𝑋 יהיו בנוסף .  סגורות𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ו- 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 .קשירים 

 קשירים. 𝐵𝐵-ו 𝐴𝐴 -ש הוכיחו
 

 
 

𝑈𝑈,𝑉𝑉אינו קשיר. אזי קיימים  𝐴𝐴 תת מרחב – בשלילה –נניח  ⊆ 𝐴𝐴  
ומקיימות  לא ריקות ,) כך שהן זרות𝐴𝐴 -(ולכן גם סגורות ב𝐴𝐴 -ב ותתפתו

𝑈𝑈 ∪ 𝑉𝑉 = 𝐴𝐴. כיוון ש- 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 תת מרחב קשיר ב- 𝐴𝐴 הוא כולו מוכל , 

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 

𝑉𝑉 

𝑈𝑈 

𝐴𝐴 𝐵𝐵 



 ח י. בלי הגבלת הכלליות אפשר להנ(ההרצאה)𝑉𝑉 -או ב𝑈𝑈 -או ב
𝐴𝐴 -ש ∩ 𝐵𝐵 ⊆ 𝑉𝑉ו-  𝑈𝑈 ∩ (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) = 𝑈𝑈  -מכאן נובע ש .∅ ∩ 𝐵𝐵 = ∅ 

𝑈𝑈וגם  ∩ (𝑉𝑉 ∪ 𝐵𝐵) =  . אבל∅
𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑈𝑈 ∪ 𝑉𝑉 ∪ 𝐵𝐵 = 𝑈𝑈 ∪ (𝑉𝑉 ∪ 𝐵𝐵). 

𝑉𝑉 -שמזה נובע . 𝑋𝑋-ולכן סגורה ב𝐴𝐴 -סגורה ב 𝑉𝑉בוצה הק ∪ 𝐵𝐵 סגורה ב-𝑋𝑋. 
𝐴𝐴 -כיוון ש ∪ 𝐵𝐵 סגורה ב-𝑋𝑋 ,𝑉𝑉 ∪ 𝐵𝐵 סגורה גם ב- 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵. 

 .𝑋𝑋-ולכן סגורה ב𝐴𝐴 -סגורה ב 𝑈𝑈הקבוצה 
𝐴𝐴 -כיוון ש  ∪ 𝐵𝐵 סגורה ב-𝑋𝑋 ,𝑈𝑈 סגורה גם ב- 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵. 

,𝑈𝑈 -אם ניזכר ש (𝑉𝑉 ∪ 𝐵𝐵) נקבל ש ,לא ריקות- 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 .תת מרחב לא קשיר
 .סתירה

 
 אוסף של תת מרחבים שלו  𝛼𝛼∈𝐼𝐼{𝐴𝐴𝛼𝛼}יהי מ''ט ו 𝑋𝑋יהי  .4

𝛼𝛼קשיר לכל  𝐴𝐴𝛼𝛼-כך ש ∈ 𝐼𝐼. 

�𝐴𝐴𝛼𝛼
𝛼𝛼∈𝐼𝐼

≠ ∅ 

 האחוד הוכיחו ש 

  . 𝐴𝐴𝛼𝛼�   גם קשיר
𝛼𝛼∈𝐼𝐼

 

 .הוכחה
𝐴𝐴נסמן  ≔ ⋃ 𝐴𝐴𝛼𝛼𝛼𝛼∈𝐼𝐼נוכיח שכל שתי נקודות ב .- 𝐴𝐴 שייכות לתת מרחב 

 . 𝐴𝐴 -קשיר המוכל ב
,𝑎𝑎יהיו  𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴 אזי קיימים .𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝐼𝐼 כך ש- 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼ו- 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴𝛽𝛽 . 
𝐴𝐴𝛼𝛼אזי  ∩ 𝐴𝐴𝛽𝛽 ≠ . 𝐴𝐴𝛼𝛼 כי החיתוך הזה מכיל את החיתוך הלא ריק של כל   ∅
 :לכן 

-  𝐴𝐴𝛼𝛼 ∪ 𝐴𝐴𝛽𝛽  , (הארצאה) קשיר  
  𝐴𝐴 -מוכל ב -
,𝑎𝑎 -ו - 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴𝛼𝛼 ∪ 𝐴𝐴𝛽𝛽. 

,𝑎𝑎הבחירה של  𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴 ) ההרצאההמוכח לפי היתה שרירותית, לכן( 
 קשיר. 𝐴𝐴תת מרחב  
 
 



 תורת הקבוצות)ו(בדידהת  תזכורת
 
 

 
 

𝜑𝜑:𝑋𝑋-ו קבוצות 𝑋𝑋,𝑌𝑌יהיו  → 𝑌𝑌 העתקה חח''ע ועל . 
 -כך ש 𝑌𝑌על  𝑌𝑌~ -ו 𝑋𝑋יחס שקילות על    𝑋𝑋~ ויהי

(∗)      𝒙𝒙𝟏𝟏 ~𝑿𝑿 𝒙𝒙𝟐𝟐 ⇔ 𝝋𝝋(𝒙𝒙𝟏𝟏) ~𝒀𝒀 𝝋𝝋(𝒙𝒙𝟐𝟐) 
 �𝑿𝑿 -ב 𝑋𝑋~של כל מכלקות השקילות  הנסמן קבוצ 
 �𝒀𝒀 -ב 𝑌𝑌~סמן קבוצה של כל מכלקות השקילות נ

𝑎𝑎אם  ∈ 𝑋𝑋 נסמן ב- ⌊𝑎𝑎⌋𝑋𝑋 צאת נקודה ממחלקת שקילות בה נ𝑎𝑎. 
𝑏𝑏אם  ∈ 𝑌𝑌 נסמן ב- ⌊𝑏𝑏⌋𝑌𝑌 צאת נקודה ממחלקת שקילות בה נ𝑏𝑏. 

 
 . תענה

�Φ:𝑋𝑋ה תקעה )א →  𝑌𝑌� Φ(⌊𝑥𝑥⌋𝑋𝑋) שניתנה על ידי נוסחה   = ⌊𝜑𝜑(𝑥𝑥)⌋𝑌𝑌  לכל𝑥𝑥 
 מוגדרת היטב חח''ע ועל.

 

 הוכחה

,𝑐𝑐1יהיו :מוגדרת היטב 𝑐𝑐2 ∈ 𝑋𝑋�  אזי קיימים .𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 ∈ 𝑋𝑋  כך 

𝑐𝑐1-ש = [𝑥𝑥1]𝑋𝑋, 𝑐𝑐2 = [𝑥𝑥2]𝑋𝑋 אזי . 



𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐2 ⇒ [𝑥𝑥1]𝑋𝑋 =  [𝑥𝑥2]𝑋𝑋 ⇒ 𝑥𝑥1~𝑋𝑋 𝑥𝑥2 ⇒ 𝜑𝜑(𝑥𝑥1) ~𝑌𝑌 𝜑𝜑(𝑥𝑥2) ⇒ 

Φ(𝑐𝑐1) = Φ(⌊𝑥𝑥1⌋𝑋𝑋) = [𝜑𝜑(𝑥𝑥1)]𝑌𝑌 =  [𝜑𝜑(𝑥𝑥2)]𝑌𝑌 = Φ(⌊𝑥𝑥2⌋𝑋𝑋) = Φ(𝑐𝑐2) 

𝑐𝑐1 לומר,כ = 𝑐𝑐2 ⇒ Φ(𝑐𝑐1) = Φ(𝑐𝑐2).מש''ל , 

 

,𝑐𝑐1יהיו: חח''ע 𝑐𝑐2 ∈ 𝑋𝑋�  אזי קיימים .𝑥𝑥1,𝑥𝑥2 ∈ 𝑋𝑋  כך 

𝑐𝑐1-ש = [𝑥𝑥1]𝑋𝑋, 𝑐𝑐2 = [𝑥𝑥2]𝑋𝑋אם ניתן ש .- Φ(𝑐𝑐1) = Φ(𝑐𝑐2) : אזי, 

Φ(𝑐𝑐1) = Φ(⌊𝑥𝑥1⌋𝑋𝑋) ∧  Φ(𝑐𝑐2) = Φ(⌊𝑥𝑥2⌋𝑋𝑋) ⇒ [𝜑𝜑(𝑥𝑥1)]𝑌𝑌 =  [𝜑𝜑(𝑥𝑥2)]𝑌𝑌  ⇒   
𝜑𝜑(𝑥𝑥1)~𝑌𝑌 𝜑𝜑(𝑥𝑥2) ⇒ 𝑥𝑥1~𝑋𝑋 𝑥𝑥2 ⇒ [𝑥𝑥1]𝑋𝑋 =  [𝑥𝑥2]𝑋𝑋 ⇒ 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐2 

Φ(𝑐𝑐1)כלומר,  = Φ(𝑐𝑐2) ⇒ 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐2''ל., מש 

 

𝑏𝑏יהי  :על ∈ 𝑌𝑌� אז קיים .𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌 כך ש- 𝑏𝑏 = [𝑦𝑦]𝑌𝑌כיוון ש .- 𝜑𝜑 על, קיים𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋  כך
𝜑𝜑(𝑥𝑥) -ש = 𝑦𝑦  לכן . 𝑏𝑏 = [𝜑𝜑(𝑥𝑥)]𝑌𝑌 = Φ(⌊𝑥𝑥⌋𝑋𝑋) אז .Φ .העתרת על, מש''ל 

 

𝜑𝜑|⌊𝑥𝑥⌋𝑋𝑋הצימצום  𝑥𝑥לכל  )ב → ⌊𝜑𝜑(𝑥𝑥)⌋𝑌𝑌  .הוא העתקה חח''ע ועל 

 ם של העתקה חח''ע.כצימצו 𝜑𝜑|⌊𝑥𝑥⌋𝑋𝑋 הוכחה.

𝑦𝑦יהי  ∈ ⌊𝜑𝜑(𝑥𝑥)⌋𝑌𝑌:אזי . 

𝑦𝑦~𝑌𝑌 𝜑𝜑(𝑥𝑥) ⇒ 𝑥𝑥′ = 𝜑𝜑−1(𝑦𝑦)~𝑋𝑋 𝜑𝜑−1�𝜑𝜑(𝑥𝑥)� = 𝑥𝑥 ⇒ 𝑥𝑥′ ∈ [𝑥𝑥]𝑋𝑋  

𝜑𝜑(𝑥𝑥′) -ש כיוון = 𝜑𝜑�𝜑𝜑−1(𝑦𝑦)� = 𝑦𝑦 הוכחנו ש ,- 𝜑𝜑|⌊𝑥𝑥⌋𝑋𝑋 .העתקת על 

 

 הו.במ''ט כלש  𝑎𝑎רכיב קשירות אליו שייכת נקודה  [𝑎𝑎]-נסמן ב .5

𝜑𝜑:𝑋𝑋 -ומרחבים טופולוגיים  𝑋𝑋,𝑌𝑌יהיו  → 𝑌𝑌 ם זהומאומורפי.  
 𝑋𝑋 -ת לאותו רכיב קשירות בוווה שייכהיחס שקילות שמ 𝑋𝑋~יהי  .5.1

 𝑌𝑌 -ווה שייכת לאותו רכיב קשירות בהיחס שקילות שמ 𝑌𝑌~יהי 
𝜑𝜑|⌊𝑥𝑥⌋ הוכיחו → ⌊𝜑𝜑(𝑥𝑥)⌋𝑌𝑌 רכיבי קשירות ןהומאומורפיזם בי. 



הן בדיוק מחלקות  𝑋𝑋.  רכיבי קשירות במרחב 5.1תנאי לפי ה .הוכחה
הן בדיוק מחלקות  𝑌𝑌, ורכיבי קשירות במרחב  𝑋𝑋~שקילות של יחס 
  ,העתקה חח''ע ועל 𝜑𝜑.  כיוון שהומאומורפיזם  𝑌𝑌~שקילות של יחס 

 היחסים האלה מקיימים את התנאי 

      𝒙𝒙𝟏𝟏 ~𝑿𝑿 𝒙𝒙𝟐𝟐 ⇔ 𝝋𝝋(𝒙𝒙𝟏𝟏) ~𝒀𝒀 𝝋𝝋(𝒙𝒙𝟐𝟐) 
רציפים ותמונות של קבוצות קשירות  𝝋𝝋−𝟏𝟏 -ו 𝝋𝝋מים ההומאומורפיזכי 

 גם קשירות. 𝝋𝝋−𝟏𝟏 -ו 𝝋𝝋תחת 
 כלומר:. להעלמ בתזכורתאת תענה  𝝋𝝋−𝟏𝟏 -ו 𝝋𝝋 אפשר ליישם לגביזה מ

 לירות  ששהעתקה חח''ע ועל בין קבוצות רכיבי קישנה  )א'(לפי תענה  -
 ,שני המרחבים

רכיב ל 𝝋𝝋 ההומאומורפיזםשל  תווח)תחום ו(צימצום ה )'ב(לפי תענה  -
 .העתקה חח''ע ועל הוא בעצמומסוים קשירות 

 . האפוך ההומאומורפיזם הוא בדיוק 𝝋𝝋−𝟏𝟏של כזה ם הצימצו -
הם הומאומורפיזמים בין רכיבי אלה הזאת אומרת, הצימצומים 

 , משל.𝑌𝑌ל שלבין רכיבי קשירות  𝑋𝑋קשירות של 
 
 ℝ -ב מרחבים תת 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,𝑋𝑋3יהיו  .5.2

𝑋𝑋1 = (−1,0) ∪ �
1
2

, 1� ∪ [2,3] 

𝑋𝑋2 = (0,1) ∪ �3,
7
2

 � ∪ {4} 

𝑋𝑋3 = ℝ−ℤ =∪𝑖𝑖∈ℤ (𝑖𝑖, 𝑖𝑖+ 1) 
 .הומאומורםייםשום זוג  םיהן בינאיש הוכיחו

 
 עים זריםטקכל אחד משלושת המרחבים הוא אחוד של . הוכחה
  .)הו מקרה פרטי של קטע סגורהנקודון ( בזוגות
רכיבי  םה כל אחד משלושת המרחביםב להאה יםעשהקטנוכיח 

 באמת:. קשירות
 .)הארצאה(קשירים ℝ -טעים בקה -
 . לווכ מרחבשלהן שווה ל םהאחודו הלז הז יםזר םה  -



תת  וישנש -בשלילה  –נניח ים: אם מקסימלי םיקשירתת מרחבים  םה -
הלא  הקטעים, אז נולמהקטעיים ש אחדמ יותר ךחותש קשיר מרחב

 שסותר לקשירותו. לחלקים פתוחים , לא ריקיםו מפצלים אות זרים לו
 

 :ריו אפשר להעיעכש

קיימת שום התקה לא היא בת מניה. לכן  𝑋𝑋3בי קשירות של יקבוצת רכ -
כי בקבוצות האלה  𝑋𝑋2  של או 𝑋𝑋1בינה לבין קבוצת רכיבי קשירות של 

  ו הומאומורפיניאו 𝑋𝑋1-לו הומאומורפי ניא 𝑋𝑋3 ))א(תענה, סופיות. לכן (
 .𝑋𝑋2-ל

 שקיים בשלילהנניח  : 𝑋𝑋1-לו הומאומורפי ניא 𝑋𝑋2המרחב  -
𝑓𝑓:𝑋𝑋2 זםהומאומורפי → 𝑋𝑋1  הומאמורפי  {4}הנקודון  .5.1לפי . אזי

,(1,0−) יים טעאחד מהקל �1
2

, 1� , [2,3]  
 .סתירה מהם.אחד  – 𝑓𝑓({4}) -ו

 ל.''ים, משהומאמורפיהוחכנו שבין המרחבים אין אף זוג 
 

 

 :    𝑋𝑋מ''ט ש הוכיחו .6
𝑿𝑿   א' = ℝ𝟐𝟐 − ({(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ∈ ℝ𝟐𝟐� 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏} ∪ 

          {(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ∈ ℝ𝟐𝟐� 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟐𝟐}) 
 .קשיר מסילתית אינו

 הוכחה 

 

זרות, לא קבוצות  הו אחוד של שלוש  𝑋𝑋-וסרטות קל לרות ש נוסחההפי ל
𝑋𝑋   פתוחות:ריקות ו = 𝑈𝑈,𝑉𝑉,𝑊𝑊  לכן .𝑋𝑋 קשיר  אינו )ההרצאה(, אזי קשיר אינו

 , משל. מסילתית

𝑼𝑼 

𝑽𝑽 

𝑾𝑾 



𝑿𝑿   ב'  = ℝ𝟑𝟑 − ({(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛) ∈ ℝ𝟐𝟐� 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟏𝟏, 𝒛𝒛 = 𝟎𝟎} ∪ 

            {(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛) ∈ ℝ𝟑𝟑� 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 = 𝟐𝟐, 𝒛𝒛 = 𝟎𝟎}) 

 .קשיר מסילתית

 

 
 הוכחה
 ,תיעם מרכז בראששל שני מעגלים חיסור על ידי  ℝ𝟑𝟑-מ בלקמת  𝑋𝑋מרחב 
,𝑥𝑥)}במישור ם יהמוכל 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ𝟑𝟑�𝑧𝑧 = 0} . 

,𝑎𝑎 אם 𝑏𝑏 ∈ 𝑋𝑋 שורשרתמ( שמורכבת ה ליבר את הנקודות במסחל אפשר( 
 :)שירשור המסילות ,ההראהת( קטעים לושמש

[𝑎𝑎,𝑎𝑎′] ∗ [𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′] ∗ [𝑏𝑏′,𝑎𝑎] 
 :כאשר 

𝑎𝑎 = (𝑥𝑥1,𝑦𝑦1, 0), 𝑏𝑏 = (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2, 0) 
𝑎𝑎′ = (𝑥𝑥1,𝑦𝑦1, 1), 𝑏𝑏′ = (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2, 0) 

 ולמשורמסילה לש טרטוהשקל לראות גם מהנוסחה וגם מ
 {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ∈ ℝ𝟑𝟑�𝑧𝑧 =  . 𝑏𝑏 -ו 𝑎𝑎: ותפקודות משותיש רק שתי נ {0

 .𝑋𝑋 -מוכלת בה לז כוא" וםייהקריט" םחותכת את המעגלי לה לאיהמס לכן
 קשיר מסחלתית, מש''ל. 𝑋𝑋אזי 

𝒃𝒃′ 

𝒃𝒃 

𝒂𝒂′ 

𝒂𝒂 


