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 נגדיר את הפונקציה  .1
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2xלאילו ערכי   ומצא    מתקיים אי השוויון( ( )) 1f f x x − 

𝑥אם  : הערה >  אזי 2√

𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥2 − 1) 

𝑥כיוון ש  > 𝑥2כי נובע  2√ − 1 >  ולכן  1

𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥2 − 1) = (𝑥2 − 1)2 − 1 

 ם ממעלה רביעית, ואי אפשר בכלים שלנו לפתור את זה בתחום זה. מקבלים כאן פולינו

 

1ראשון:  מקרה  < 𝑥 ≤ √2 

𝑓(𝑥)במקרה זה   = 𝑥2 − 1 

0וכן   < 𝑥2 − 1 ≤  ולכן   1

𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥2 − 1) = 0 

 אי השיוויון נראה כך: 

0 ≤ |𝑥 − 1| 

 וזה מתקיים בכל התחום.

1−:  מקרה שני < 𝑥 ≤ 1 

 במקרה זה 

𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(0) = 0 

 ובאופן דומה אי השיוויון נראה כך 

0 ≤ |𝑥 − 1| 

 ולכן מתקיים בכל התחום.

 



𝑥תחום שלישי  ≤ −1 

𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 אי השיוויון נראה כך 

𝑥 ≤ |𝑥 − 1| 

𝑥בתחום זה  − 1 <  ולכן אי השיוויון נראה כך  0

𝑥 ≤ 1 − 𝑥 

2𝑥 ≤ 1 

𝑥 ≤
1

2
 

 מתקיים בכל התחום. 

𝑥שלילי, ברור ש   𝑥הערה: כיוון ש  ≤ |𝑥 −  שמתי לכך לב הרגע.  |1

 

למשוואה   את כל הפתרונות ומצא .2
4 8 6(1 ) (1 ) (1 )i z i i i+ = + − + 

1לק בראשית נח + 𝑖 

𝑧4 = (1 + 𝑖)7 − 𝑖(1 + 𝑖)5 

 נטפל בצד ימין 

(1 + 𝑖)5((1 + 𝑖)2 − 𝑖) = 

 נטפל בביטוי אחד:

(1 + 𝑖)2 = (√2𝑐𝑖𝑠 (
𝜋

4
))

2

= 2𝑐𝑖𝑠 (
𝜋

2
) = 2𝑖 

 ולכן 

(1 + 𝑖)2 − 𝑖 = 2𝑖 − 𝑖 = 𝑖  

 כעת נטפל בביטוי אחר 

(1 + 𝑖)5 = (√2𝑐𝑖𝑠 (
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 נחשב את
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 לפתור אתכעת יש 

𝑧4 = (√2)
5
 𝑐𝑖𝑠 (

7

4
𝜋) 



 סחא ארבעת הפתרונות נתונים ע"י הנו

𝑧𝑘 = √(√2)
54

𝑐𝑖𝑠 (

7
4
𝜋 + 2𝜋𝑘

4
) 

𝑘 = 0,1,2,3 

 

,(1,0,1)נביט בשני הוקטורים   .3 (1, 2,0)v u= =. 

uכך ש   וקבוע  uהמאונך ל wמצאו וקטור   w v + =. 

𝛼𝑢 + 𝑤 = 𝑣 

 𝑢נכפול בוקטור  

𝛼𝑢 ⋅ 𝑢 + 0 = 𝑣 ⋅ 𝑢 

𝑢כיוון ש  ⊥ 𝑤  נובע כי𝑤 ⋅ 𝑢 = 0 

𝛼 =
𝑣 ⋅ 𝑢

𝑢 ⋅ 𝑢
=
(1,0,1)(1,2,0)

(1,2,0)(1,2,0)
=
1

5
 

𝑤 = 𝑣 −
1

5
𝑢 = (1,0,1) −

1
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(1,2,0) = (

4

5
,−
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5
, 1) 

 כזה, אבל אולי אין?  𝑤יצאנו מנקודת ההנחה שקיים 

ברור ש 
1

5
𝑢 + 𝑤 = 𝑣   נותר רק לוודא כי𝑤 ⊥ 𝑢 

(
4

5
, −
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5
, 1) ⋅ (1,2,0) = 0 

= 

𝑛כי לכל  באינדוקציה  ו חיהוכ .4 ∈ ℕ  מתקיים
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𝑛בדיקה: עבור   = 1 

∑ln(√
𝑘 + 1

𝑘
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=
? ln(2) + ln(1)
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 י שווה ל שמאלהצד ה

ln(√2) = ln (2
1
2) =

1

2
ln(2) 

ln(1)יוון ש כ =  סיימנו.   0

 , כלומר נתון כי ונהנכעבורו הטענה  𝑛יהי  



∑ ln(√
𝑘 + 1

𝑘
)

2𝑛−1

𝑘=1

=
ln(2) + ln (𝑛)
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𝑛ור  עבצריך להוכיח  +  , כלומר צריך להוכיח כי 1

∑ ln(√
𝑘 + 1

𝑘
)

2(𝑛+1)−1

𝑘=1

=
ln(2) + ln(𝑛 + 1)
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 נפתח את הביטוי השמאלי 
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 נטפל קצת בביטויים עם הלוג:

ln (√
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[ln(2𝑛 + 1) − ln(2𝑛) + ln(2𝑛 + 2) − ln(2𝑛 + 1)] = 

=
1

2
[ln(2𝑛 + 2) − ln(2𝑛)] 

 נחבר ביחד את התוצאות ונקבל כי 

∑ ln(√
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)את האינטגרל  פתרו .5 ) ( )3x 1 arctan xx dx + + 
  

∫((𝑥3 + 𝑥 + 1) arctan(𝑥))𝑑𝑥 = {

𝑓′ = 𝑥3 + 𝑥 + 1 𝑔 = arctan(𝑥)

𝑓 =
𝑥4

4
+
𝑥2

2
+ 𝑥 𝑔′ =

1

1 + 𝑥2
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= (
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 נייפה קצת את המציאות 



∫

𝑥4

4
+
𝑥2

2
+ 𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

1

4
∫
𝑥4 + 2𝑥2 + 4𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 

 נבצע )כמובן( חילוק פולינומים.

𝑥2 + 1 

− −− − −− − 

𝑥4 + 2𝑥2 + 4𝑥|𝑥2 + 1 

𝑥4 + 𝑥2 

− −− − − 

               𝑥2 + 4𝑥 

               𝑥2 + 1 

               − − − − 

                           4𝑥 − 1 

 ולכן גילינו כי 

𝑥4 + 2𝑥2 + 4𝑥

𝑥2 + 1
= 𝑥2 + 1 +

4𝑥 − 1

𝑥2 + 1
 

∫(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 =
𝑥3

3
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 נפריד 

4𝑥 − 1
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4𝑥
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 ולכן 

∫
4𝑥 − 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = 2 ln(𝑥2 + 1) − arctan (𝑥) 

 סה"כ 

∫((𝑥3 + 𝑥 + 1) arctan(𝑥))𝑑𝑥 = (
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 א.2, שאלות קישור לתרגילי אינטגרלים נוספיםהערה: 

 אם  סימטרי- אנטישל זוגות של מספרים טבעיים נקרא  Rאוסף    גדרה:ה .6

∀𝑎 ∈ ℕ∀𝑏 ∈ ℕ: ((𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 ∧ (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅) → (𝑎 = 𝑏) 

 סימטרי. -אינו אנטי Rשהאוסף תנאי השקול לכך  ונסח .א

 סימטריים:-ואילו אינם אנטי סימטרים-אוספים הבאים הינם אנטיהן אילו מ  וחיוהוכ וקבע .ב

𝑇 = { (𝑛,𝑚) ∣
∣ 𝑛 − 𝑚

2
∈ ℤ } ,   𝑆 = { (𝑛, 𝑛 + 1) ∣ 𝑛 ∈ ℕ },    𝑅 = {(1,2), (2,1), (1,1)} 

 

 א': עיףס

𝑅 סימטרי אם קיימים -אינו אנטי𝑎, 𝑏 ∈ ℕ   כך ש(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅  וגם(𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅  וגם𝑎 ≠ 𝑏 

https://math-wiki.com/index.php?title=83-112_%D7%97%D7%93%D7%95%22%D7%90_1_%D7%9C%D7%94%D7%A0%D7%93%D7%A1%D7%94/%D7%A0%D7%95%D7%A9%D7%90%D7%99_%D7%94%D7%A7%D7%95%D7%A8%D7%A1


 סעיף ב': 

𝑅  אינו אנטי סימטרי, כיוון שאפשר לבחור את𝑎 = 1, 𝑏 =  ואכן  2

(1,2) ∈ 𝑅 ∧ (2,1) ∈ 𝑅 ∧  1 ≠ 2 

 אנטי סימטרי.  𝑆כעת נוכיח כי  

,𝑎יהיו   𝑏 ∈ ℕ   כך ש(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆  וגם(𝑏, 𝑎) ∈ 𝑆   צריך להוכיח כי𝑎 = 𝑏. 

,𝑎)כיוון ש  𝑏) ∈ 𝑆 נובע כי 

𝑏 = 𝑎 + 1 

,𝑏)באופן דומה, כיוון ש   𝑎) ∈ 𝑆 ע כי נוב 

𝑎 = 𝑏 + 1 

𝑏לכן   = 𝑏 +  ירה. בסת 2

 כלומר התנאי 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆 ∧ (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑆 

 דוע גורר כל דבר, כלומר הביטוי , ושקר כיהוא שקר

((𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆 ∧ (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑆) → (𝑎 = 𝑏) 

 הוא אמת. 

 גם הפסוק הבא מתקיים: 𝑆ור  הערה: עב 

∀𝑎 ∈ ℕ∀𝑏 ∈ ℕ: ((𝑎, 𝑏) ∈ 𝑆 ∧ (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑆)⏟                
כי זה שקר 

→ (𝑎 ≠ 𝑏) 

 

𝑎סימטרי כיוון שעבור  -אינו אנטי 𝑇כעת האוסף   = 3, 𝑏 = 1 

(3,1), (1,3) ∈ 𝑇 ∧ (1 ≠ 3) 

כיוון ש   𝑇הערה: הם ב 
1−3

2
= −1 ∈ ℤ   וכן

3−1

2
= 1 ∈ ℤ 

 

A,קבוצות  שתיכי לכל    וחיהוכ .7 B  מתקיים( )\ B \A B A B A  =  = 

 נוכיח גרירה דו כיוונית 

𝐵בכיוון ראשון נניח כי   ∖ 𝐴 =  ח כי צריך להוכי ∅

(𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 = 𝐴 

 כלה דו כיוונית:צריך להוכיח שיוויון בין קבוצות, נבצע ה

𝑥ן ראשון יהי  בכיוו  ∈ 𝐴  צריך להוכיח𝑥 ∈ (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 



𝑥נחלק למקרים: אם  ∈ 𝐵 בוודאי  אז𝑥 ∈ (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 

𝑥אחרת,  ∉ 𝐵 ובדה כי  ויחד עם הע𝑥 ∈ 𝐴   נובע כי𝑎 ∈ 𝐴 ∖ 𝐵   ושוב 

𝑥 ∈ (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 

 ההכלה השנייה בגרירה הראשונה(בכיוון השני )

 יהי  

𝑥 ∈ (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 

𝑥צ"ל  ∈ 𝐴 

𝑥נב"ש  ∉ 𝐴   מכך נובע כי𝑥 ∉ 𝐵  שכן𝐵 ∖ 𝐴 = ∅ 

𝑥אבל גם נובע כי  ∉ 𝐴 ∖ 𝐵 סתירה לכך ש ב 

𝑥 ∈ (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 

 

 כעת נעבור לגרירה השנייה: 

 הפעם נתון כי 

(𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 = 𝐴 

 צריך להוכיח כי

𝐵 ∖ 𝐴 = ∅ 

𝐵נב"ש כי   ∖ 𝐴 ≠ ∅ 

𝑥כלומר, קיים   ∈ 𝐵 ∖ 𝐴 

𝑥לכן   ∈ 𝐵   וגם𝑥 ∉ 𝐴 

 לכן 

𝑥 ∈ (𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 

𝑥אבל  ∉ 𝐴  בסתירה לכך ש 

(𝐴 ∖ 𝐵) ∪ 𝐵 = 𝐴 


