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 למדמ"ח 2חשבון אינפי 

 המשך. המשפט היסודי של החשבון האינטגרלי -סכומי דרבוסכומי רימן ו: 2שיעור 

 )תנאי רימן לאינטגרביליות( :1 משפט

 f x  אינטגרבילית בקטע ,a b :אם ורק אם מתקיימים שני התנאים הבאים 
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 משפחות של פונקציות אינטגרביליות:תזכורת: 

פונקציות רציפות בקטע  .א ,a b 

פונקציות מונוטוניות בקטע  .ב ,a b. 

ות אי רציפות בקטע פונקציות חסומות ובעלות מספר סופי של נקוד .ג ,a b. 

בקטע  פונקציות חסומות בעלות קבוצת בת מניה של נקודות אי רציפות .ד ,a b. 
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פונקציה אינטגרבילית בקטע  fהוכיחו שאם  0,1 אז ,f גם היא אינטגרבילית ב-

 0,1 :רמז: ניתן להשתמש בעובדה הנובעת מאי שוויון המשולש .
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 מקיימת את שני התנאים של משפט רימן לאינטגרביליות. fנראה שפונקציה  הוכחה:

 -אינטגרבילית ב f-נתון ש .א 0,1  ולכן חסומה שם, כלומר קיים קבועM  כך ש- 

f M  ולכן גםf חסומה ב-  0,1 

חלוקה כלשהי של הקטע  Tתהי  .ב 0,1נראה ש .- 
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 -אינטגרבילית ב f -ש, כי נתון 0-הסכום הימני שואף ל 0,1  ולכן
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 fים של משפט רימן לאינטגרביליות מתקיימים ולכן הפונקציה שני התנא

-אינטגרבילית ב 0,1 .כדרוש 

 

)תהי  הגדרה : )f x  פונקציה חסומה בקטע ,a b  ותהי
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  הסכום העליון של דרבונקראה 

 המונוטוניות של סכומי דרבו()תכונת  :2 משפט

תהי  f x  פונקציה אינטגרבילית בקטע ,a b  ותהי nT  סדרת החלוקות של קטע ,a b  כך
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1ע"י תוספת נקודות )לכל   k n .) 

 ,אזי 

כלומר סדרת סכומי דרבו התחתונים מונוטונית עולה, סדרה סכומי דרבו העליונים מונוטונית 

יורדת ושתיהן מתכנסות לאינטגרל המסוים של  f x  בקטע ,a b. 

 שפט:מ f x  0אינטגרבילית אם לכל   קיימת חלוקהT כך ש-( ) ( )S T S T   

 

 הוכיחו, כי  .2
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נתבונן בפונקציה  הוכחה:  21f x x   בקטע 0,1. 

 זוהי פונקציה רציפה בקטע הנ"ל ולכן אינטגרבילית.
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 f x  מונוטונית יורדת בקטע הנ"ל ולכן 

   2 2 2 21
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4
S x         סכום דרבו תחתון, כי הערך

 מלי של הפונקציה בכל תת קטע מתקבל בקצה הימני שלו.המיני
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S x         סכום דרבו עליון, כי הערך

 המקסימלי של הפונקציה בכל תת קטע מתקבל בקצה השמאלי שלו.
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  .שטח של רבע עיגול יחידה 
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 ונקבל את אי השוויון המבוקש. 4-נכפול ב
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פונקציה מונוטונית עולה )ממש(. סדרו את הערכים הבאים ע"פ סדר עולה  fתהי 
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 .1.24תרגיל  -בסיכומים של התרגול הקודם פתרון:
 
 
 
 
 



 בס"ד
 

 )המשפט היסודי של החשבון האינטגרלי( :3משפט 

רציפה בקטע  fאם  ,a b ו-F  של היא פונקציה קדומהf ב- ,a b כלומר ,

   F x f x ב- ,a b אז ,     
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 רשימה של מספר פונקציות קדומות:
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 פתרון:

2 2 2 2 2

2 2 2 2
1

1 1 1
lim ...

4 1 4 2 4

1 1 1 1 1 1
lim ... lim

1 2
4 4 4 4

n

n

n n
k

n n n n

n nn k

n n n n



 


 
   

   

  
  
  

      
                              



 

פונקציה  
2

1

4
f x

x



רציפה בקטע   0,1  ולכן אינטגרבילית בו ולכן 
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-אינטגרביליות ב g-ו fאם : 4משפט  ,a b  ולכל ,x a b  מתקיים   f x g xאז , 
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נגדיר  
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  0. זוהי פונקציה רציפה בקטע סגור,
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ת ערך ולכן מקבל 

 . נמצא את הערך המינימלי. מינימלי ומקסימלי בקטע 
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ולכן הערך המינימלי של הפונקציה בקטע  
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