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 2פרק  – 3הרצאה  – 3אינפי 

 ℝ𝒏תורת הקבוצות ב
 גבול של סדרה

{𝑥𝑚}𝑚=1
∞  , 𝑥𝑚 = (𝑥1

𝑚, … , 𝑥𝑛
𝑚) 

𝑥𝑚 = (𝑥𝑚1, … , 𝑥𝑚𝑛) 

 הגדרה
𝑥𝑚תהי  ∈ ℝ𝑛 {𝑥𝑚}𝑚=1

∞ .L גבול של הסדרה אם  lim
𝑚→∞

||𝑥𝑚 − 𝐿|| = 0. 

,||  ||לא תלוי בבחירה של נורמה מכיוון שאם  𝑘אזי  ℝ𝑛נורמות ב |||  ||| |||𝑥||| ≤ ||𝑥|| ≤ 𝑘 |||𝑥||| 

𝑘ולכן  |||𝑥𝑚 − 𝐿||| ≤ ||𝑥𝑚 − 𝐿|| ≤ 𝐾 |||𝑥𝑚 − 𝐿||| ולכן 

lim
𝑛→∞

||𝑥𝑚 − 𝐿|| = 0 ⇔ 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ |||𝑥
𝑚 − 𝐿||| = 0 

 

𝐿 ≔ lim
𝑚→∞

𝑥𝑚       𝑥𝑚
𝑚→∞
→   𝐿 

𝐿 = lim
𝑚→∞

𝑥𝑚 ⇔ ∀𝜖 > 0∃�̅�∀𝑚 ≥ �̅� ∶ ||𝑥𝑚 − 𝐿|| < 𝜖  

 משפט
{𝑥𝑚}𝑚=1

∞  , 𝑥𝑚 ∈ ℝ𝑛 

𝑥𝑚
𝑚→∞
→   𝐿 ∈ ℝ𝑛⇔ ∀𝑗 = 1,… , 𝑛 ∶ 𝑥𝑗

𝑚

𝑚→∞
→   𝐿𝑗 

 הוכחה
||𝑥||ניקח 
1

. 

 בכיוון הראשון

||𝑥𝑚 − 𝐿||
1
= |𝑥1

𝑚 − 𝐿1| + ⋯+ |𝑥𝑛
𝑚 − 𝐿𝑛| 

∀𝑗 ∶  0 < |𝑥𝑗
𝑚 − 𝐿𝑗| ≤ ||𝑥

𝑚 − 𝐿𝑗||
1 𝑚→∞
→   0 

𝑗∀ 'ולכן לפי הלמה של הסנדוויץ ∶  𝑥𝑗
𝑚 → 𝐿𝑗 

𝑗 |𝑥𝑗∀בכיוון השני, אם 
𝑚 − 𝐿𝑗| →  אזי 0

||𝑥𝑚 − 𝐿||
1
= |𝑥1

𝑚 − 𝐿1| + ⋯+ |𝑥𝑛
𝑚 − 𝐿𝑛| → 0 

limולכן 
𝑚→∞

𝑥𝑚 = 𝐿 
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 תכונות
𝑚=1{𝑥𝑚}תהיו 

∞ , {𝑦𝑚}𝑚=1
∞  ,∃ lim

𝑚→∞
𝑥𝑚 = 𝐿 , lim

m→∞
𝑦𝑚 = 𝑀אזי , 

1) ∃ lim
𝑚→∞

(𝛼𝑥𝑚 + 𝛽𝑦𝑚) = 𝛼𝐿 + 𝛽𝑀 

2) ∃𝑙𝑖𝑛𝑚→∞〈𝑥
𝑚, 𝑦𝑚〉 = 〈𝐿,𝑀〉 

3) lim
𝑚→∞

||𝑥𝑚|| = ||𝐿|| 

 הוכחות
 לפי קורדינטות. (1

2) lim
𝑚→∞

〈𝑥𝑚, 𝑦𝑚〉 = lim
𝑚→∞

∑𝑥𝑖
𝑚𝑦𝑖

𝑚 = 〈𝐿,𝑀〉 

3) |||𝑥𝑚|| − ||𝐿||| ≤ ||𝑥𝑚 − 𝐿|| 

||𝑥𝑚 − 𝐿|| → 0 ⇒ ||𝑥𝑚|| → ||𝐿|| 

 תתי סדרה
{𝑥𝑚}𝑚=1

∞  

ℕ ∋ 𝑗 → 𝑚𝑗 ∈ ℕ 

𝑗 < 𝑠 ⇒ 𝑚𝑗 < 𝑚𝑠 

{𝑥𝑚𝑗}𝑗=1
∞  

 משפט
 מתכנסת היא חסומה.כל סדרה 

 הוכחה
𝑥𝑚 → 𝐿 

𝜖 = 1 ∃�̅�∀𝑚 ≥ �̅� ∶ ||𝑥𝑚 − 𝐿|| < 1 

𝑀 ≔ max {||𝑥1||, … , ||𝑥�̅�−1||, ||𝐿|| + 1} 

||𝑥𝑚|| = ||𝐿 + (𝑥𝑚 − 𝐿)|| ≤ ||𝐿|| + 1 

𝑚 ≥ �̅�   ||𝑥𝑚|| ≤ 𝑀 

𝑚 ≤ �̅� − 1    ||𝑥𝑚|| ≤ 𝑀 

 Balzano Weirtrassלמה 
𝑚=1{𝑥𝑚}אם 

𝑗=1{𝑥𝑚𝑗}חסומה אז קיימת תת סדרה  ∞
 המתכנסת. ∞

 הוכחה
∀𝑚 ∈ ℕ ∶ ||𝑥𝑛|| < 𝐶 

||𝑥𝑚||
∞
= max{|𝑥1

𝑚|, … , |𝑥𝑛
𝑚|} 

∀𝑗 |𝑥𝑗
𝑚| ≤ 𝐶 

𝑥1} נתחיל עם 
𝑚}𝑚=1
∞ 𝑥1}חסומה, ולכן קיימת   

𝑚𝑗1}
𝑗1=1

∞
 המתכנסת. 

𝑥2}נתבונן בסדרה 
𝑚𝑗1}

𝑗1=1

∞
𝑥2}חסומה ולכן קיימת  

𝑚𝑗1𝑗2 }
𝑗2=1

∞

 המתכנסת, נמשיך כך עם כל הקורדינטות. 

𝑥𝑛}בסוף: 

𝑚𝑗1...𝑗𝑛}
𝑗𝑛=1

∞

𝑚=1{𝑥𝑚}תת סדרה של  
 המתכנסת. ∞



  ל הזכויות שמורות לבנימין לויןכ ה"ב

3 

 

 פונקציות
Ω ⊆ ℝ𝑛 

𝑓:Ω → ℝ𝑚 

𝑚 =  סקלית 𝑓נאמר כי   1

𝑚 >  פונקציה.-וקטור 𝑓נאמר כי  1

Ω –  ,תחום הגדרהΩ = 𝐷𝑜𝑚(𝑓) 

 

 גרף

𝑓: Ω
⊆ℝ𝑛

→ ℝ𝑚 

𝑓 = (𝑓1, … , 𝑓𝑚) 

𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ(𝑓) = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, … , 𝑥𝑛+𝑚) ∈ ℝ
𝑛+𝑚 ∶ 𝑥𝑛+1 = 𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛),… , 𝑥𝑛+𝑚 = 𝑓𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛)} 

 דוגמאות
1) 𝑓(𝑥, 𝑦) = √1 − 𝑥2 − 𝑦2 

𝐷𝑜𝑚(𝑓) = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1} 

Γ𝑓 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ
3 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)} 

 
 

 

2) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 

𝐷𝑜𝑚(𝑓) = ℝ2, Γ𝑓 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ
3 ∶ 𝑧 = 𝑥𝑦} 

 .Parabolic hyperbolicאוכף, 
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3) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 

 

 

𝑧נשים לב כי  = 𝑥2 − 𝑦2 = (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦) = {𝑢 = 𝑥 − 𝑦, 𝑣 = 𝑥 + 𝑦} = 𝑢𝑣 

(
𝑢
𝑣
) = (

1 −1
1 1

)(
𝑥
𝑦) 

(
1 −1
1 1

) = √2

(

 
 

1

√2
−
1

√2
1

√2

1

√2 )

 
 

 

−בסיבוב  היא העצם הפונקציה שלנו עם 𝑥𝑦כלומר הפונקציה 
𝜋

4
 .2√עם מתיחה ו 

 גבול של פונקציה
Ω ⊆ ℝ𝑛, 𝑝 ∈ ℝ𝑛 

 הגדרה
𝑝- ,נקודת גבול𝑝 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω :אם 

∀𝜖 > 0∃𝑥 ∈ Ω, 𝑥 ≠ 𝑝 ∶ ||𝑥 − 𝑝|| < 𝜖 

∀𝜖 > 0 (𝐵(𝑝, 𝜖) − {𝑝}) ∩ Ω ≠ 𝜙 

 הגדרה
𝑓: Ω → ℝ𝑛, 𝑝 ∈ 𝐿𝑖𝑚Ω 

𝐿אומרים שווקטור  ∈ ℝ𝑛  הוא גבול של𝑓  בנקודהp :אם מתקיים 

∀𝜖 > 0∃𝛿 > 0 ∶ ∀𝑥 ∈ Ω ∶  𝑥 ≠ 𝑝 ∧ ||𝑥 − 𝑝|| < 𝛿 ⇒ ||𝑓(𝑥) − 𝐿|| < 𝜖 

𝐿 = lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥)       𝑓(𝑥)
𝑥→𝑝
→  𝐿 

 גאומטרי
𝐿 = lim

𝑥→𝑝
𝑓(𝑥) ⇔ ∀𝜖 > 0∃𝛿 > 0 ∶ 𝑓(𝐵(𝑝, 𝛿) − {𝑝}) ⊂ 𝐵(𝐿, 𝜖) 


