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 8הרצאה 
 ותדוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 + sin(𝑥2 + 𝑦2) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = 𝑦 + cos(𝑥2 + 𝑦2) 2𝑥 

 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
(𝑥2 + 𝑦2) sin

1

𝑥2 + 𝑦2
        𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0

0                                         𝑒𝑙𝑠𝑒

 

𝑎 = (0,0) 

𝐿 מועמד ≡ 0 

𝑓(ℎ) = 𝑓(0) + 𝐿(ℎ) + 𝜖(ℎ)||ℎ||             𝜖(ℎ)
ℎ→0
→  0 

𝜖(ℎ) =
𝑓(ℎ)

||ℎ||
= √ℎ1

2 + ℎ2
2 sin

1

ℎ1
2 + ℎ2

2 ℎ→0
→  0 

𝑎דיפ' ב 𝑓כלומר  = (0,0) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) = 0 

(𝑥, 𝑦) ≠ 0 ⇒
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 sin

1

𝑥2 + 𝑦2
+ (𝑥2 + 𝑦2) cos

1

𝑥2 + 𝑦2
(−

2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
) 

 , גם הגבול לא מוגדר.(0,0)אבל זה לא מוגדר ב

2𝑥 sin
1

𝑥2 + 𝑦2 (𝑥,𝑦)→(0,0)
→       0 

−
2𝑥

𝑥2 + 𝑦2
cos

1

𝑥2 + 𝑦2
↛  אין גבול

 

 

 הגדרות
𝑈 ⊂ ℝ𝑛  קבוצה פתוחה, נסמן𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛 (∘=Open.) 

𝐷(𝑈) = {∀𝑢 ∈ 𝑈 כל פונקציות דיפרנציאל ב} 

C(𝑈) = {∀𝑢 ∈ 𝑈 כל פונקציות רציפה ב} 

𝐷(𝑈) ⊂ 𝐶(𝑈) 
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 פעולות
1. 𝑓(𝑥) ≡ 𝑐      ∀𝑎 ∈ ℝ𝑛 ∶  𝑑𝑓𝑎(ℎ) ≡ 0 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 𝑑𝑓𝑎 + 𝑜(||ℎ||)ℎ→0 ⇒ 0 = 𝑐 − 𝑐 = 0 + 0 

2. 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ𝑛     𝑥 ∈ ℝ𝑛     𝑓(𝑥) = 𝑥      𝑑𝑓𝑎(ℎ) = ℎ 

𝑎 + ℎ − 𝑎 = ℎ + 𝜖(ℎ)||ℎ||      𝜖(ℎ) ≡ 0 

3. 𝑓(𝑥) = 𝐿(𝑥)  ,אופרטור ליניארי𝑑𝐿𝑎 = 𝐿 

𝐿(𝑎 + ℎ) − 𝐿(𝑎) = 𝐿(ℎ) + 0 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 𝐿(ℎ) + 0 

4. 𝑚 = 1 

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 

𝑑𝑎(𝑓𝑔)(ℎ) = 𝑓(𝑎)𝑑𝑔𝑎(ℎ) + 𝑔(𝑎)𝑑𝑓𝑎(ℎ) 

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + 𝑑𝑓𝑎(ℎ) + 𝑜(||ℎ||)ℎ→0 

𝑔(𝑎 + ℎ) = 𝑔(𝑎) + 𝑑𝑔𝑎(ℎ) + 𝑜(||ℎ||)ℎ→0 

𝑓(𝑎 + ℎ)𝑔(𝑎 + ℎ)

= 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎) + 𝑓(𝑎)𝑑𝑔𝑎(ℎ) + 𝑔(𝑎)𝑑𝑓𝑎(ℎ)⏟                
ליניארי

+ 𝑓(𝑎)𝑜(||ℎ||) + 𝑔(𝑎)𝑜(||ℎ||) + 𝑑𝑓𝑎(ℎ)𝑜(||ℎ||) + 𝑑𝑔𝑎(ℎ)𝑜(||ℎ||) + 𝑜(||ℎ||)𝑜(||ℎ||) + 𝑑𝑔𝑎(ℎ)𝑑𝑓𝑎(ℎ)⏟                                                                
𝑜(||ℎ||)

 

||𝑑𝑓𝑎(ℎ)|| ≤ ||𝑑𝑓𝑎||||ℎ|| 

||𝑑𝑔𝑎(ℎ)|| ≤ ||𝑑𝑔𝑎||||ℎ|| 

||𝑑𝑓𝑎(ℎ)𝑑𝑔𝑎(ℎ)|| ≤ ||𝑑𝑓𝑎||||𝑑𝑔𝑎||||ℎ|| 

𝑑𝑓𝑎(ℎ)𝑑𝑔𝑎(ℎ) = 𝑜(||ℎ||)ℎ→0 

 נגזרת מכוונת ונגזרת לפי וקטור

 הגדרה
𝑓: Ω
⊆ℝ𝑛

→ ℝ𝑚 

𝑎 ∈ Ω
𝑜

 

0נקבע  ≠ ℎ ∈ ℝ𝑛 

 אם קיים: ℎלפי הווקטור  𝑎ב 𝑓של אומרים קיימת נגזרת 

lim
𝑡→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

𝑡
≔ 𝜕ℎ𝑓(𝑎) 

𝜕ℎ𝑓(𝑎) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ)|𝑡=0 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) = 𝜕𝑒𝑗𝑓(𝑎) 
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 משפט
0אז לכל  𝑎דיפ' בנקודה  𝑓אם  ≠ ℎ ∈ ℝ𝑛  קיימת𝜕ℎ𝑓(𝑎) ו𝜕ℎ𝑓(𝑎) = 𝑑𝑓𝑎(ℎ) 

 חההוכ
𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) − 𝑓(𝑎)

𝑡
=
𝑓(𝑎) + 𝑡 ∗ 𝑑𝑓𝑎(ℎ) + 𝑜(|𝑡|||ℎ||) − 𝑓(𝑎)

𝑡
= 𝑑𝑓𝑎(ℎ) +

𝑜(|𝑡|||ℎ||)

𝑡
 

𝑜(|𝑡|||ℎ||)

𝑡
=
𝜖(|𝑡|||ℎ||)|𝑡|||ℎ||

𝑡 𝑡→0
→  0 

∃ lim
𝑡→0

𝑡(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

𝑡
= 𝑑𝑓𝑎(ℎ) = 𝜕ℎ𝑓(𝑎) 

 

𝑚 = 1 
(𝜕ℎ𝑓)(𝑎) = 𝑑𝑓𝑎(ℎ) = 〈∇𝑓(𝑎), ℎ〉 

 .𝑎דיפ' ב 𝑓אם 

 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = √||𝑥𝑦|| 

𝑎 = (0,0) 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
=
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0 

∇𝑓(0,0) = (0,0) 

ℎ = (1,1)      𝜕ℎ𝑓(0,0) =
𝑑

𝑑𝑡
|𝑡=0√|𝑡𝑡| 

√𝑡ℎ1𝑡ℎ2 = |𝑡|√ℎ1ℎ2 = |𝑡| 

,𝑓(𝑥מסקנה:  𝑦) = √|𝑥𝑦| לא דיפ' ב𝑎. 

 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = {1      𝑥
2 < 𝑦 < 2𝑥2

0                        𝑒𝑙𝑠𝑒
 

 .(0,0)לא רציף ב

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) = 0 

𝑓(𝑥, 0) = 𝑓(0, 𝑦) = 0 

ℎ = (ℎ1, ℎ2) 

(𝑥, 𝑦) = 𝑡(ℎ1, ℎ2) = (𝑡ℎ1, 𝑡ℎ2) 

Ω ≔ {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 < 𝑦 < 2𝑥2} 

(𝑥, 𝑦) ∈ Ω ⇔ 𝑥2 < 𝑦 < 2𝑥2⇔ 𝑡2ℎ1
2 < 𝑡ℎ2 < 2𝑡

2ℎ1
2 

בלי הגבלת הכלליות  ∶ 𝑡, ℎ1, ℎ2 > 0 ⇒ ℎ2 < 2𝑡ℎ1
2 ∧ 𝑡 >

ℎ2

2ℎ1
2 

0 < 𝑡 <
ℎ2

2ℎ1
2 ⇒ (𝑡ℎ1, 𝑡ℎ2) ∉ Ω 
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0אם  < 𝑡 <
ℎ2

2ℎ1
,𝑓(𝑡ℎ1אז  2 𝑡ℎ2) = limולכן  0

𝑡→0

𝑓(𝑡ℎ1,𝑡ℎ2)−𝑓(0,0)

𝑡
= 0 

 ולא רציפה. (0,0)לא דיפ' ב 𝑓אבל  ℎ∃𝜕ℎ𝑓(0,0)∀קיבלנו 

 directional derivativeנגזרת מכוונת 
𝑒  כיוון, ניקח||𝑒|| = 1. 

 הגדרה
 .𝑒המוגדר ע"י  𝑙לפי הכיוון  𝑎בנק'  𝑓נגזרת של 

𝜕𝑓

𝜕𝑙
(𝑎) = 𝜕𝑒𝑓(𝑎) 

 דוגמא
𝑓(𝑥, 𝑦) = ln(𝑥2 + 𝑦2) 
𝜕𝑓

𝜕𝑙
(𝑥0, 𝑦0) =? 

𝑙 – זווית  –כיוון𝛼  עם ציר𝑥. 

𝑒 = (cos𝛼 , sin 𝛼) 
𝜕𝑓

𝜕𝑙
(𝑥0, 𝑦0) = 𝜕𝑒𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 〈∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), 𝑒〉 

∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (
2𝑥0

𝑥0
2 + 𝑦0

2 ,
2𝑦0

𝑥0
2 + 𝑦0

2) 

𝜕𝑓

𝜕𝑙
(𝑥0, 𝑦0) =

2𝑥0

𝑥0
2 + 𝑦0

2 cos𝛼 +
2𝑦0

𝑥0
2 + 𝑦0

2 sin 𝛼 

 

𝑒 –  המוגדר ע"י כיווןℎ = (1,1) 

𝜕ℎ𝑓(𝑥, 𝑦) = 〈∇𝑓(𝑥, 𝑦), ℎ〉 
𝜕𝑓

𝜕𝑙
(𝑥, 𝑦) = 〈∇𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑒〉 

𝑒 = (
1

√2
,
1

√2
) =

(1,1)

||1,1||
2

 

 משפט
𝑓  'דיפ(𝑚 = :𝑒∀, אז 𝑎-ב (1 ||𝑒||

2
= 1   |𝜕𝑒𝑓(𝑎)| ≤ ||∇𝑓(𝑎)||2 

 הוכחה
|𝜕𝑒𝑓(𝑎)| = |〈∇𝑓(𝑎), 𝑒〉| ≤ ||∇𝑓(𝑎)||2|

|𝑒||
2
= ||∇𝑓(𝑎)||

2
 

 

𝑓(𝑎)∇נניח  ≠ 𝑒0. נגדיר 0 =
∇𝑓(𝑎)

||∇𝑓(𝑎)||
 , אזי

𝜕𝑒0𝑓(𝑎) = 〈∇𝑓(𝑎),
∇𝑓(𝑎)

||∇𝑓(𝑎)||
〉 =

1

||∇𝑓(𝑎)||
〈∇𝑓(𝑎), ∇𝑓(𝑎)〉 = ||∇𝑓(𝑎)|| 
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 מסקנה

𝑒0 =
∇𝑓(𝑎)

||∇𝑓(𝑎)||
 

:𝑒אז לכל  ||𝑒||
2
= |𝑒𝑓(𝑎)��|מתקיים  1 ≤ |𝜕𝑒0𝑓(𝑎)| 

𝑒יש שוויון אם"ם  = ±
∇𝑓(𝑎)

||∇𝑓(𝑎)||
 

 כלומר:

|𝜕𝑒0𝑓(𝑎)| = max
||𝑒||=1

|𝜕𝑒𝑓(𝑎)| 

 

 מסקנה
 המקסימלי. 𝑎כיוון של שינוי ב הוא  גרדיאנט 

𝜕𝑒0𝑓(𝑎) = 〈∇𝑓(𝑎),
∇𝑓(𝑎)

||∇𝑓(𝑎)||
〉 = ||∇𝑓(𝑎)|| >  כלומר עלייה מקסימלית 0

𝜕−𝑒0𝑓(𝑎) = −||∇𝑓(𝑎)|| ≤  כלומר ירידה מקסימלית. 0

 דוגמא
𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥2 − 𝑦2 

(𝑥0, 𝑦0)?מה הכיוון של שינוי מקסימלי , 

𝑒0 =
(−2𝑥0, −2𝑦0)

√4𝑥0
2 + 4𝑦0

2
 

,𝑥0−)צריך ללכת תמיד בכיוון  −𝑦0) 


