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 )סדר שני( משוואות דיפרנציאליות )לינאריות( מסדר גבוה

 )קיום ויחידות( משפט

 תהי בעיית קושי בצורה נורמלית:

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, ⋯ , 𝑦(𝑛−1))

.
𝑦(𝑥0) = 𝑎0

.
𝑦′(𝑥0) = 𝑎1

.
⋮
.

𝑦(𝑛−1)(𝑥0) = 𝑎𝑛−1

 

,𝑥0)רציפה בסביבה של הנקודה  𝑓כאשר  𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1)  ומקיימת את תנאי ליפשיץ ביחס ל– 

(𝑦, 𝑦′, ⋯ , 𝑦(𝑛−1))  ב- ℝ𝑛−1 כלומר, לכל ,𝑥 ∈ ℝ :קבוע, מתקיים 

|𝑓(𝑥, 𝑏0, 𝑏1,⋯ , 𝑏𝑛−1) − 𝑓(𝑥, 𝑐0, 𝑐1,⋯ , 𝑐𝑛−1)| ≤ 𝐿 ⋅ ||𝑏0 − 𝑐0, 𝑏1 − 𝑐1,⋯ , 𝑏𝑛−1 − 𝑐𝑛−1|| 

 לבעיית קושי. יחידפתרון  קייםאזי, 

 גדרהה

  :𝑛ניקח משוואה לינארית כללית מסדר 

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦
(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2(𝑥) ⋅ 𝑦

(𝑛−2) +⋯+ 𝑎1(𝑥) ⋅ 𝑦
′ + 𝑎0(𝑥) ⋅ 𝑦 + 𝑏(𝑥) 

𝑏(𝑥)אם  ≡ 𝑦(𝑥) –)או ש  0 ≡  . לינארית הומוגניתהמשוואה נקראת  פתרון למשוואה(, 0

 משפט

 מימדי. 𝑛מהווים מרחב ווקטורי  𝑛הפתרונות של משוואה לינארית הומוגנית מסדר  .1

𝑦הפתרון הכללי למשוואה לינארית אי הומוגנית הוא מהצורה  .2 = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝 כאשר ,𝑦ℎ  הוא

 פתרון פרטי למשוואה האי הומוגנית. 𝑦𝑝 -פתרון כללי למשוואה ההומוגנית המתאימה, ו 

 הוכחה

 מרחב ווקטורי .1

𝑦(𝑥)עפ"י ההגדרה,  ≡  פתרון למשוואה ההומוגנית. 0

,𝑦1אם  𝑦2  פתרונות למשוואה ההומוגנית, אזי לכל𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, 𝛼 ⋅ 𝑦1 + 𝛽 ⋅ 𝑦2  פתרון

 עפ"י לינאריות הנגזרת:  למשוואה ההומוגנית,
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𝑦1
(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦1

(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2(𝑥) ⋅ 𝑦1
(𝑛−2) +⋯+ 𝑎1(𝑥) ⋅ 𝑦1

′ + 𝑎0(𝑥) ⋅ 𝑦1 

𝑦2
(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦2

(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2(𝑥) ⋅ 𝑦2
(𝑛−2) +⋯+ 𝑎1(𝑥) ⋅ 𝑦2

′ + 𝑎0(𝑥) ⋅ 𝑦2 

⇓ 

(𝑦1 + 𝑦2)
(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ (𝑦1 + 𝑦2)

(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2(𝑥) ⋅ (𝑦1 + 𝑦2)
(𝑛−2) +⋯+ 𝑎1(𝑥) ⋅ (𝑦1 + 𝑦2)

′ + 𝑎0(𝑥) ⋅ (𝑦1 + 𝑦2) 

𝑛 מימדי 

 .𝑥0 -עפ"י משפט קיום ויחידות, קיים יחס של אחד לאחד בין פתרונות לתנאי התחלה ב 

,𝑎0)תנאיי ההתחלה האפשריים  𝑎1,⋯ , 𝑎𝑛−1)  מהווים מרחב ווקטורי𝑛  מימדי, וההעתקה

 בין פתרונות לבין תנאי התחלה היא איזומורפיזם של מרחבים ווקטוריים.

,𝑦1}אם ניקח פתרונות כלומר,  ⋯ , 𝑦𝑛} :המקיימים 

𝑦1(𝑥0) = 1 , 𝑦1
′(𝑥0) = 0 ,⋯ , 𝑦1

(𝑛−1)(𝑥0) = 0 

𝑦2(𝑥0) = 0 , 𝑦2
′(𝑥0) = 1 ,⋯ , 𝑦2

(𝑛−1)(𝑥0) = 0 

⋮ 

𝑦𝑛(𝑥0) = 0 , 𝑦𝑛
′ (𝑥0) = 0 ,⋯ 𝑦𝑛

(𝑛−1)(𝑥0) = 1 

,𝑦1}אזי,  ⋯ , 𝑦𝑛} .בסיס למרחב הפתרונות 

∎ 

 דוגמה

     𝑦′′ = −𝑦      

 פתרון כללי למשוואה:

𝑦 = 𝐴 ⋅ sin(𝑥) + 𝐵 ⋅ cos(𝑥) 

𝑥0 -תנאי התחלה ב  = 0: 

sin(0) = 0 , cos(0) = 1 

sin(0) ′ = 1 , cos(0)′ = 1 

⇓ 

𝑦 = 𝑦(0) ⋅ sin(𝑥) + 𝑦′(0) ⋅ cos(𝑥) 

∎ 

2. 𝑦 − 𝑦𝑝 לכן )עפ"י לינאריות הנגזרת( פותר את המשוואה ההומוגנית ,𝑦 = 𝑦𝑝 + 𝑦ℎ. 

∎ 

 דוגמה

     𝑦′′ = −𝑦 + 10       

 ניקח:
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𝑦𝑝 = 10 

 עפ"י המשפט:

𝑦 = 𝐴 ⋅ sin(𝑥) + 𝐵 ⋅ cos(𝑥) + 10 

∎ 

 הערה

,𝑦1}תלות לינארית של  𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛} ⟺  קיימים𝑐1, 𝑐2,⋯ , 𝑐𝑛,  כך שלכל 0לא כולם ,𝑥  ,בתחום

𝑐1 ⋅ 𝑦1 + 𝑐2 ⋅ 𝑦2 +⋯+ 𝑐𝑛 ⋅ 𝑦𝑛 = 0. 

 גמהוד

𝑦1(𝑥) ≔ 𝑥 

𝑦2(𝑥) ≔ |𝑥| 

{𝑦1, 𝑦2}  [1,1−]אך אינן תלויות לינארית בתחום  ,[0,1]תלויות לינארית בתחום. 

 הגדרה

,𝑦1}וקבוצת פתרונות  𝑛בהינתן משוואה לינארית הומוגנית מסדר  ⋯ , 𝑦𝑛} נגדיר את ,

 הדטרמיננטה:

     𝒲(𝑥) ≔ ||

𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛(𝑥)

𝑦1
′(𝑥) 𝑦2

′(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
′ (𝑥)

⋮ ⋯ ⋱ ⋮

𝑦1
(𝑛−1)(𝑥) 𝑦2

(𝑛−1)(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
(𝑛−1)(𝑥)

||      

 למה

,𝑦1}אם  ⋯ , 𝑦𝑛}  תלויים לינארית, אזי העמודות תלויות לינארית בכל𝑥  בתחום, לכן לכל𝑥 

𝒲(𝑥)בתחום:  = 0. 

 משפט

𝒲(𝑥)אם  = 𝒲(𝑥)בנקודה אחת, אזי  0 =  בכל התחום. 0

 משפט )אבל(

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦
(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2(𝑥) ⋅ 𝑦

(𝑛−2) +⋯+ 𝑎1(𝑥) ⋅ 𝑦
′ + 𝑎0(𝑥) ⋅ 𝑦 

⇓ 
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𝑑𝒲

𝑑𝑥
= 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝒲 

⇓ 

𝒲(𝑥) = 𝒲(𝑥0) ⋅ 𝑒
∫ 𝑎𝑛−1(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥
𝑥0  

 הוכחה

 עפ"י הגדרת הדטרמיננטה וכלל השרשרת:

𝒲′(𝑥) = ||

𝑦1′(𝑥) 𝑦2′(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛′(𝑥)

𝑦1
′(𝑥) 𝑦2

′(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
′ (𝑥)

⋮ ⋯ ⋱ ⋮

𝑦1
(𝑛−1)(𝑥) 𝑦2

(𝑛−1)(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
(𝑛−1)(𝑥)

||

⏞                          
0

+ ||

𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛(𝑥)

𝑦1
′′(𝑥) 𝑦2

′′(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
′ ′ (𝑥)

⋮ ⋯ ⋱ ⋮

𝑦1
(𝑛−1)(𝑥) 𝑦2

(𝑛−1)(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
(𝑛−1)(𝑥)

||

⏞                          
0

+⋯+ ||

𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛(𝑥)

𝑦1
′(𝑥) 𝑦2

′ (𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
′ (𝑥)

⋮ ⋯ ⋱ ⋮

𝑦1
(𝑛)(𝑥) 𝑦2

(𝑛)(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
(𝑛)(𝑥)

|| 

⇓ 

𝒲′(𝑥) = ||

𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛(𝑥)

𝑦1
′(𝑥) 𝑦2

′(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
′(𝑥)

⋮ ⋯ ⋱ ⋮

𝑦1
(𝑛)(𝑥) 𝑦2

(𝑛)(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
(𝑛)(𝑥)

|| 

 נציב את המשוואה:

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦
(𝑛−1) + 𝑎𝑛−2(𝑥) ⋅ 𝑦

(𝑛−2) +⋯+ 𝑎1(𝑥) ⋅ 𝑦
′ + 𝑎0(𝑥) ⋅ 𝑦 

 ונצמצם את כל המכפלות של השורות העליונות, כדי לקבל:

𝒲′(𝑥) = ||

𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛(𝑥)

𝑦1
′(𝑥) 𝑦2

′(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
′(𝑥)

⋮ ⋯ ⋱ ⋮

𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦1
(𝑛−1)(𝑥) 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦2

(𝑛)−1(𝑥) ⋯ 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝑦𝑛
(𝑛−1)(𝑥)

|| 

⇓  

𝒲′(𝑥) = 𝑎𝑛−1(𝑥) ⋅ 𝒲′(𝑥) 

∎ 


