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 7הרצאה 
 .B.-Wלמה 

∀{𝑥𝑘}𝑘=1
∞ , ||𝑥𝑘||

2
⇒ ∃{𝑥𝑘𝑖}𝑖=1

∞ ∶ 𝑥𝑘𝑖
𝑖→∞
→  𝑥𝑜, ||𝑥𝑘𝑖 − 𝑥𝑜||

2
→ 0 

 גזירות

𝑎 ∈ Ω
𝑜

 

𝑓:Ω ⊆ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 ב דיפרנציאל𝑎  אם∃𝐿:ℝ𝑛 → ℝ𝑚 :כך ש 

||ℎ|| < 𝛿 ∶ 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 𝐿(ℎ) + 𝜖(ℎ)||ℎ|| 

lim
ℎ→0

𝜖(ℎ) = 0 

𝐿 ≔ 𝑑𝑓𝑎 

 

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + 𝑑𝑓𝑎(ℎ) + 𝑜(||ℎ||)ℎ→0 

 משפט
 רציפה שם. 𝑓אזי  𝑎דיפ' ב 𝑓אם 

𝑎 + ℎ = 𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑑𝑓𝑎(𝑥 − 𝑎) + 𝑜(||𝑥 − 𝑎||)𝑥→𝑎 

𝑥 → 𝑎 ⇒ 𝑓(𝑥) → 𝑓(𝑎) 

 ולכן רציף.

 דוגמא

1) 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2, 𝑎 = (0,0) 

 דיפ'.לא 
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2) 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 

 

𝐿 =
?
0 

𝑓(𝑎 + ℎ) =
?
𝑓(𝑎) + 𝐷 + 𝜖(ℎ)||ℎ|| 

ℎ = (ℎ1, ℎ2) ⇒ ℎ1
2 + ℎ2

2 = 𝜖(ℎ)√ℎ1
2 + ℎ2

2 

𝜖(ℎ) =
ℎ1
2 + ℎ2

2

√ℎ1
2 + ℎ2

2 (ℎ1,ℎ2)→0
→      0  

 כן דיפ'.

 גזרת חלקיתנ

 הגדרה

𝑓:Ω → ℝ𝑚, 𝑎 ∈ Ω
𝑜

 

1נקבע  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 קיימת נגזרת חלקית של ,𝑓  בנקודה𝑎  לפי𝑥𝑗 אם קיים הגבול 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) ≔ lim

𝑡→0

𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) − 𝑓(𝑎)

𝑡
 

𝑒𝑗 = (0,0,… ,1,… ,0) 

 סימונים

𝑛 = 1 ∶ 𝑓′,
𝑑𝑓

𝑑𝑥
 

𝑛 = 2 ∶
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
 , 𝐷𝑗𝑓 ,   𝑓𝑥𝑗

′  

 

 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(a) = lim

𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑗 + 𝑡,… , 𝑎𝑛) − 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑛)

𝑡
 

 כלומר
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𝜑(𝑢) ≔ 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑗−1, 𝑢, … , 𝑎𝑛) 

𝜑(𝑎𝑗) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) 

 נגדיר
Ψ(𝑡) ≔ 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) = lim

𝑡→0

Ψ(𝑡) − Ψ(0)

𝑡
= Ψ′(0) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗)|𝑡=0 

 דוגמא
𝑓(𝑥, 𝑦) = arctan(ln 𝑥 𝑒sin(𝑥

2+𝑦2)) 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(1,2013) = 0 

𝑥מספיק להציב  =  בשביל למצוא את הנגזרת. 1
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 יחס בין דפר' לבין נגזרת חלקית
𝑓:Ω → ℝ𝑚 

𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥),… , 𝑓𝑚(𝑥)) 

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) = (

𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑗

(𝑎),… ,
𝜕𝑓2
𝜕𝑥𝑗

(𝑎)) 

 משפט

𝑓:Ω → ℝ𝑚, 𝑎 ∈ Ω
𝑜

 

1, אזי לכל 𝑎דפ' בנקודה  𝑓נניח ש ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  קיימת
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) = 𝑑𝑓𝑎(𝑒𝑗) 

 הוכחה
𝐿 ≔ 𝑑𝑓𝑎 

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + 𝐿(ℎ) + 𝜖(ℎ)||ℎ|| 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) − 𝑓(𝑎)

𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎) 

𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) − 𝑓(𝑎) = 𝐿(𝑡𝑒𝑗) + 𝜖(𝑡𝑒𝑗)|𝑡| ||𝑒𝑗|| 

𝐿(𝑡𝑒𝑗) = 𝑡𝐿(𝑒𝑗), ||𝑒𝑗|| = 1 

𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) − 𝑓(𝑎)

𝑡
= 𝐿(𝑒𝑗) +

|𝑡|

𝑡
𝜖(𝑡𝑒𝑗)⏟      

𝑡→0
→  0

 

lim
𝑡→0

𝑓(𝑎 + 𝑡𝑒𝑗) − 𝑓(𝑎)

𝑡
= 𝐿(𝑒𝑗) 

 משפט

∀ℎ ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑑𝑓𝑎(ℎ) =∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎)ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 הוכחה

ℎ =∑ℎ𝑗𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

 

𝑑𝑓𝑎(ℎ) = 𝑑𝑓𝑎 (∑ℎ𝑗𝑒𝑗

𝑛

𝑗=1

) =∑ℎ𝑗𝑑𝑓𝑎(𝑒𝑗)

𝑛

𝑗=1

=∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎)ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

 

𝑓 = (𝑓1, … , 𝑓𝑚) 

𝐿 = 𝑑𝑓𝑎(ℎ) =∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎)

𝑛

𝑖=1

ℎ𝑗 

𝐿(ℎ) = (𝐿1(ℎ),… , 𝐿𝑚(ℎ)) 
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∀1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 ∶ 𝐿𝑗(ℎ) =∑
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

(𝑎)ℎ𝑗 

 לכן:

(

 
 

𝐿1(ℎ)
⋮
⋮
⋮

𝐿𝑛(ℎ))

 
 

(

 
 
 

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

(𝑎)… 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛…

…
𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑥1

(𝑎)… 
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥𝑛)

 
 
 
=

(

 
 
 

ℎ1
⋮
⋮
⋮
⋮
ℎ𝑛)

 
 
 

 

𝐿מטריצה של האופרטור  = 𝑑𝑓𝑎: ℝ
𝑛 → ℝ𝑚 

𝑑𝑓𝑎~(
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗
)
𝑖,𝑗=1

𝑚,𝑛

 

 Jacobiמטריצה של 

𝐽𝑓(𝑎) = (
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗
)
𝑖,𝑗=1

𝑚,𝑛

 

𝑑𝑓𝑎(ℎ) = 𝐽𝑓(𝑎)ℎ 

 דוגמא
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (sin 𝑥𝑦 , 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧), 𝑓: ℝ3 → ℝ2 

𝑑𝑓(1,2) =? 

𝐽𝑓(1,2) =

(

 
 

𝜕𝑓1
𝜕𝑥
(𝑎)      

𝜕𝑓1
𝜕𝑦
(𝑎)    

𝜕𝑓1
𝜕𝑧

𝜕𝑓2
𝜕𝑥
(𝑎)      

𝜕𝑓2
𝜕𝑦
(𝑎)    

𝜕𝑓2
𝜕𝑧 )

 
 
= (
𝑦 cos𝑥𝑦      𝑥 cos 𝑥𝑦      0
2𝑥               2𝑦               1

)
|𝑥=1
|𝑦=2

=  (
2 cos1    cos 1      0
2                 4           1

) 

𝑚 = 1 
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

𝐽𝑓(𝑎) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑎),… ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑎)) 

 𝑎בנק'  𝑓גרדיאנט של 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑓(𝑎) = ∇𝑓(𝑎) ≔ (
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑎),… ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑎)) 

𝐽𝑓(𝑎) = (
∇𝑓1(𝑎)
……
∇𝑓𝑚(𝑎)

) 

𝑑𝑓𝑎(ℎ) = 𝐽𝑓(𝑎)ℎ =∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
(𝑎)ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

= 〈∇𝑓(𝑎), ℎ〉 
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 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0             𝑥 = 𝑦 = 0

 

𝑎גזירה בנקודה  = (0,0)? 

,𝑎 : |𝑓(𝑥רציפה ב (1 𝑦)| =
|𝑥||𝑦|

√𝑥2+𝑦2
≤
1

2

𝑥2+𝑦2

√𝑥2+𝑦2
=
1

2
√𝑥2 + 𝑦2

(𝑥,𝑦)→0
→     0 = 𝑓(0,0) 

2) ∃
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎),

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎)? 

𝑓(𝑥, 0) = 0 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) =

𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥, 0)|𝑥=0 = 0 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) =

𝑑𝑓

𝑑𝑦
(0, 𝑦)|𝑦=0 = 0 

 גזירות? (3

𝐿 = 𝑑𝑓𝑎(ℎ) =∑
𝑑𝑓

𝑑𝑥𝑗
(𝑎)ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

 

𝑑𝑓𝑎קיים אז  𝑑𝑓𝑎אם  ≡ 0. 

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + 𝑑𝑓𝑎(ℎ) + 𝜖(ℎ)||ℎ||ℎ→0 

ℎ1ℎ2

√ℎ1
2 + ℎ2

2
= 0 + 0 + 𝜖(ℎ)||ℎ||

ℎ→0
 

𝜖(ℎ) =
ℎ1ℎ2

√ℎ1
2 + ℎ2

2√ℎ1
2 + ℎ2

2
=

ℎ1ℎ2
ℎ1
2 + ℎ2

2 ↛⏟
גבול לא קיים

הוכח לפני

0 

 .𝑎ולכן לא גזיר ב

 דוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = √|𝑥𝑦| 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(0,0) =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(0,0) = 0 

√|𝑥𝑦| = 0 + 𝜖(𝑥𝑦)√𝑥1
2 + 𝑥2

2 

𝜖(𝑥, 𝑦) =
√|𝑥𝑦|

√𝑥2 + 𝑦2
 

𝑥 ≠ 0 ∶ 𝜖(𝑥, 𝑥) =
|𝑥|

√2|𝑥|
=
1

√2
↛ 0 


