
 סמסטר קיץ תשפ"ו מועד א 1רית לינאאלגברה  –הצעת פתרון 

 עדי מכנס

 

,𝐴מטריצות תי שנקודות לסעיף( נגדיר  9). 1 𝐵 ∈ ℝ3, 

𝐴 = (
1 −1 0
0 1 −1
1 0 −1

) , 𝐵 = (
1 −2 1
−1 2 −1
2 −4 2

) 

𝑁(𝐴)מצאו בסיס ל . א ∩ 𝑁(𝐵). 

 

 ן:פתרו

 :𝑁(𝐴)יס ל בס

(
1 −1 0
0 1 −1
1 0 −1

)
𝑅3−𝑅1
→    (

1 −1 0
0 1 −1
0 1 −1

)
𝑅3−𝑅2
→    (

1 −1 0
0 1 −1
0 0 0

)
𝑅1+𝑅2
→    (

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

) 

 . כעת:𝑡פרמטר בו פשי ולכן אפשר להציב הוא חו 𝑥3המשתנה 

𝑁(𝐴) = {(
𝑡
𝑡
𝑡
)
∣
∣
∣
∣
𝑡 ∈ ℝ } = span {(

1
1
1
)} 

 :𝑁(𝐵)ס ל בסי

(
1 −2 1
−1 2 −1
2 −4 2

)
𝑅2+𝑅1
→    (

1 −2 1
0 0 0
2 −4 2

)
𝑅3−2𝑅1
→     (

1 −2 1
0 0 0
0 0 0

) 

,𝑥2המשתנים  𝑥3  טרים בהם פרמחופשיים ולכן אפשר להציב𝑡, 𝑠 :בהתאמה 

𝑁(𝐵) = { (
2𝑡 − 𝑠
𝑡
𝑠
)
∣
∣
∣
∣
𝑡, 𝑠 ∈ ℝ } = { 𝑡 (

2
1
0
) + 𝑠 (

−1
0
1
)
∣
∣
∣
∣
𝑡, 𝑠 ∈ ℝ } = span {(

2
1
0
) , (

−1
0
1
)} 

 אפשר לראות ש

(
1
1
1
) = (

2
1
0
) + (

−1
0
1
) 

𝑁(𝐴)ולכן  ⊆ 𝑁(𝐵)  :יהי )פורמלית𝑣 ∈ 𝑁(𝐴) לכן ,𝑣 = 𝛼 (
1
1
1
)אבל  (

1
1
1
) ∈ 𝑁(𝐵)  מ"ו גם תולכן בגלל שמרחב האפס הוא

𝑁(𝐴)ף, (. לבסו𝑁(𝐵)משאיר אותו ב כפל בסקלר  ∩ 𝑁(𝐵) = 𝑁(𝐴) וסה"כ בסיס לחיתוך הוא: 

{(
1
1
1
)} 

 

𝐶מצאו מטריצה . ב ∈ ℝ3×3 כך ש  שונה ממטריצת האפס𝐴𝐶 = 0, 𝐵𝐶 = 0. 

 

 ן:פתרו

,𝐶1(𝐶)ב  𝐶צריכה לקיים. נסמן את העמודות של  𝐶ין מה המטריצה ך להבתחילה צרי 𝐶2(𝐶), 𝐶3(𝐶)טריצותממכפל  . לכן 
 לפי עמודות:



∀1 ≤ 𝑖 ≤ 3: 𝐶𝑖(𝐴𝐶) = 𝐴𝐶𝑖(𝐶) = 0⃗ , 𝐶𝑖(𝐵𝐶) = 𝐵𝐶𝑖(𝐶) = 0⃗  

וך המרחבים הללו, סעיף א' קיבלנו את הבסיס לחית, ב. כזכור𝐵של  וגם 𝐴כל עמודה שלה שייכת למרחב האפס של לכן ו
 :טריצהולכן המ

𝐶 = (
1 1 1
1 1 1
1 1 1

) 

 תקיים את המבוקש.

 

𝐶ג. תהא מטריצה  ∈ ℝ3×3 טריצת האפס כך ש שונה ממ𝐴𝐶 = 0, 𝐵𝐶 = 0. 

 .rank(𝐶)מצאו את כל האפשרויות ל 

 

 ן:פתרו

,𝐴אפס של ל מרחבי ההחיתוך שצריכות להיות וקטורים מ 𝐶העמודות של ינו שכזכור בסעיף ב', רא 𝐵 כיוון ש .𝐶 ≠ יש , 0
 אפס.עמודה אחת שאינה וקטור ה תלפחו

)ירוף לינארי של ודה שכזאת צמצד שני, כל עמ
1
1
1
, 1ממד מרחב העמודות יהיה א , שהינו כפל בסקלר שלו. לכן הדרגה, דהיי(

)כ של העמודות צ"ל בסה" כלשכן 
1
1
1
). 

 

 קטורים:נתונים הו. ℝ3מרחב וננו בנקודות לסעיף( התב 9. )2

𝑢1 = (
1
1
0
) , 𝑢2 = (

0
1
1
) , 𝑢3 = (

1
𝑎 + 1

𝑎3 − 3𝑎2 + 3𝑎
) 

𝑣1 = (
1
0
2
) , 𝑣2 = (

2
1
0
) , 𝑣3 = (

𝑎3 + 1
𝑎2

2

) 

 פרמטר ממשי. 𝑎כאשר 

עתקות לינאריות או אין העתקות לינאריות או קיימות אינסוף ה ארית יחידההאם קיימת העתקה לינ 𝑎א. קבעו לכל ערך של 

𝑇:ℝ3: בכלל המקיימות → ℝ3 :כך ש 

𝑇𝑢1 = 𝑣1, 𝑇𝑢2 = 𝑣2, 𝑇𝑢3 = 𝑣3 

 

 ן:פתרו

,𝑢1}צה הקבו 𝑎תחילה נבדוק לאלו ערכי  𝑢2, 𝑢3}  בסיס לℝ3: 

(
1 0 1
1 1 𝑎 + 1
0 1 𝑎3 − 3𝑎2 + 3𝑎

)
𝑅2−𝑅1
→    (

1 0 1
0 1 𝑎
0 1 𝑎3 − 3𝑎2 + 3𝑎

)
𝑅3−𝑅2
→    (

1 0 1
0 1 𝑎
0 0 𝑎3 − 3𝑎2 + 2𝑎

) 

 תי:נבדוק מ

𝑎3 − 3𝑎2 + 2𝑎 = 0 

𝑎(𝑎2 − 3𝑎 + 2) = 0 



𝑎(𝑎 − 1)(𝑎 − 2) = 0 

𝑎לכן עבור  ≠  ט ההגדרה., ממשפיחידה קיימת העתקה לינארית 0,1,2

 

ע"י שני הראשונים, ונבדוק אם וקטורי הטווח מקיימים את נחפש את הצ"ל של הוקטור השלישי  ל ערך אחר, אנחנועבור כ
 .אותו הצירוף הלינארי

,𝑢1}ת וקטור השלישי מיותר. אפשר להשלים אאם כן, זה אומר שה 𝑢2}  לבסיס לℝ3 בסה"כ ולבחור וקטור טווח שרירותי ו
 יהיו אינסוף העתקות לינאריות.

 העתקה לינארית שתקיים את המבוקש.ולכן לא תהיה  𝑇אם לא, זו תהיה סתירה ללינאריות של 

 נו.משיך מהיכן שעצראת הדירוגים נ

𝑎עבור  = 0: 

(
1 0
0 1
0 0 ∣

∣
∣
∣ 1
0
0
) ⟶ 1 ⋅ (

1
0
0
) + 0 ⋅ (

0
1
0
) = (

1
0
0
) 

 ואז:

(
1
0
2
) = 1 ⋅ (

1
0
2
) + 0 ⋅ (

2
1
0
) =
?
(
1
0
2
) 

 אלו.תקות לינאריות שכהע אינסוףולכן יהיו  אכן מתקיים,

 

𝑎ר עבו = 1: 

(
1 0
0 1
0 0 ∣

∣
∣
∣ 1
1
0
) ⟶ 1 ⋅ (

1
0
0
) + 1 ⋅ (

0
1
0
) = (

1
1
0
) 

 ז:או

(
3
1
2
) = 1 ⋅ (

1
0
2
) + 1 ⋅ (

2
1
0
) =
?
(
2
1
2
) 

 קש.שתקיים את המבו ינאריתה לאין העתקלא, ולכן 

 

𝑎עבור  = 2: 

(
1 0
0 1
0 0 ∣

∣
∣
∣ 1
2
0
) ⟶ 1 ⋅ (

1
0
0
) + 2 ⋅ (

0
1
0
) = (

1
2
0
) 

 ואז:

(
5
2
2
) = 1 ⋅ (

1
0
2
) + 2 ⋅ (

2
1
0
) =
?
(
9
4
2
) 

 שתקיים את המבוקש. העתקה לינארית איןלא, ולכן 

 סה"כ:

𝑎עבור  - ∉  מת את הנתונים.המקיי קיימת העתקה לינארית יחידה {0,1,2}

𝑎עבור  - =  ם.נן אינסוף העתקות לינאריות המקיימות את הנתונייש 0

𝑎עבור  - ∈  נתונים.את האין אף העתקה לינארית המקיימת  {1,2}



ריות או אין העתקות לינאלינאריות  אינסוף העתקותקיימות האם קיימת העתקה לינארית יחידה או  𝑎ב. קבעו לכל ערך של 
 ל המקיימות:בכל

𝑇: span{𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} → span{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} 

 היא פונקציה על.ך שכ

 

 ן:פתרו

,span{𝑢1אם  𝑢2, 𝑢3} ≠ 𝛼]כאשר  על 𝛼𝑇על, אז גם עתקה לינארית הובמידה שיש לנו , { 0⃗} ≠ בטווח,  𝑢וכחה: יהי )ה[ 0

 בתחום כך ש 𝑣וא צריך למצ

𝛼𝑇𝑣 = 𝑢 

 נעביר אגף ונקבל ש

𝑇𝑣 =
1

𝛼
𝑢 

ל יש מקור  על אז 𝑇גלל ש וב
1

𝛼
𝑢).  שאף פעם כל הוקטורים ברור𝑢1, 𝑢2, 𝑢3 ותהעתקאינסוף ו שיש לכן א, ומתאפסים 

 .כלללינארית על, או שאין ב

 נאריתהעתקה ליהכרחי לכך שכזכור, תנאי 

𝑇: 𝑉 → 𝑊 

 הינו:היא על 

dim𝑊 ≤ dim𝑉 

יצור העתקה מנגד, אם התנאי הזה מתקיים אפשר ל העתקה לינארית על.בוודאות שאין הזה לא מתקיים נדע התנאי ולכן אם 

𝐵 : אםמשפט ההגדרה לינארית על ידי = {𝑢1, … , 𝑣𝑛}  וכן𝐶 = {𝑣1, … , 𝑣𝑚}  בסיסים ל𝑊,𝑉  כזכור בהתאמה(𝑛 ≥ 𝑚אזי ) 
 נגדיר:

∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚:   𝑇𝑣𝑖 = 𝑢𝑖 

∀𝑚 < 𝑖 ≤ 𝑛:   𝑇𝑣𝑖 = 𝑢1 

 ההרצאה:ל פי משפט מעואז 

Img𝑇 = span{𝑇𝑣1, … , 𝑇𝑣𝑛} = span{𝑢1, … , 𝑢𝑚} = 𝑊 

 על. 𝑇ואכן 

 

,dimspan{𝑢1מתקיים כי  𝑎לו ערכי איבור סה"כ, אנחנו נבדוק ע 𝑢2, 𝑢3} ≥ dimspan{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} ערכי . עבור𝑎 רם אי עבו

על. למעשה כבר עתקה אף הן לא תהיה שלא מקיימים את אי השוויו 𝑎תהיינה אינסוף העתקות, ובעבור ערכי השוויון מתקיים 
 מצאנו בסעיף א' כי:

𝑎עבור  - ∉ ,dimspan{𝑢1מתקיים  {0,1,2} 𝑢2, 𝑢3} = ,dimspan{𝑣1בכל מקרה ומכיוון ש 3 𝑣2, 𝑣3} ≤ )כי זהו תת מרחב  3

 .אינסוף העתקות( יש ℝ3של 

𝑎עבור  - ∈ ,dimspan{𝑢1מתקיים כי  {0,1,2} 𝑢2, 𝑢3} =  .𝑎טווח לכל ערך של ך את הצמצמם לבסיס אם כנ .2

(
1 2 𝑎3 + 1
0 1 𝑎2

2 0 2

)
𝑅3−2𝑅1
→     (

1 2 𝑎3 + 1
0 1 𝑎2

0 −4 −2𝑎3
)
𝑅3+4𝑅1
→     (

1 2 𝑎3 + 1
0 1 𝑎2

0 0 4𝑎2 − 2𝑎3
) 

 כעת הביטוי

4𝑎2 − 2𝑎3 = 0 



2𝑎2(2 − 𝑎) = 0 

𝑎אם לכן  = 0 ∨ 𝑎 = dimמתקיים כי  2 span{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} = 𝑎. אם אינסוף העתקותויש  2 = ר ל יותממד הטווח גדואזי  1
 .קהאין אף העת ממד התחום ולכן

 

 סה"כ:

𝑎עבור  - ≠  .יש אינסוף העתקות לינאריות שמקיימות את המבוקש 1

𝑎עבור  - =  .ת שמקיימת את המבוקשאין אף העתקה לינארית אח 1

 

 ענו על הבאים:עיף( נקודות לס 9) .3

 א. תהא

𝐴 = (
−1 2 1
−1 1 1
1 −2 1

) ∈ ℝ3×3 

𝐵מצאו מטריצה  ∈ ℝ3×3  המקיימת כיdet(𝐵𝐴𝐵𝑡) = det(𝐴) + det(𝐵). 

 

 ן:פתרו

𝑥: . נסמן𝐵אמורה להיות הדטרמיננטה של  תחילה נשאל עצמנו מה = det𝐵:כעת . 

det(𝐵𝐴𝐵𝑡) = det(𝐵) ⋅ det(𝐴) ⋅ det(𝐵𝑡) = 𝑥2 det(𝐴) 

 כעת:

det(𝐴) = det (
−1 2 1
−1 1 1
1 −2 1

) =
𝑅2−𝑅1

det (
−1 2 1
0 −1 0
1 −2 1

) =
𝑅3+𝑅1

det (
−1 2 1
0 −1 0
0 0 2

) 

 עליונה:מיננטה של מטריצה משולשית זוהי דטר

= (−1) ⋅ (−1) ⋅ 2 = 2 

 :𝑥נחנו מקבלים משוואה על ולכן א

2𝑥2 = 2 + 𝑥 

2𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 

𝑥1,2 =
1 ± √1 − 4 ⋅ 2 ⋅ (−2)

4
=
1 ± √17

4
 

א בדיוק זאת. מטריצה שהדטרמיננטה שלה הינבחר וף, לבספתרון החיובי, למרות שזה לא באמת כזה משנה. נישאר עם ה
 ר:בחלכן נ

𝐵 = (

1 42 67
0 1 23

0 0
1 ± √17

4

) 

 

,𝑣1טבעי. יהיו  𝑘ן ב. נתו 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4  וקטורים ב𝔽𝑘 שהם בת"ל. נגדיר 



𝑤1 = 𝑣1 + 𝑣2 − 𝑣4
𝑤2 = 𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3
𝑤3 = 𝑣2 + 𝑣3 + 𝑣4
𝑤4 = 𝑣1 + 𝑣2

 

,span{𝑤1מצאו בסיס ל  𝑤2, 𝑤3, 𝑤4}. 

 

 ן:פתרו

,𝑤1}את עלינו לצמצם  𝑤2, 𝑤3, 𝑤4}  .כדי לעשות וג. היזהר בפעולות הדירשימו לב שלא נתון מהו השדה ולכן צריך ללבסיס

,𝑣1}רי הקואורדינטות לפי זאת, אפשר לעבור לוקטו 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} נתחילצם לבדוק תלות לינארית שלהם. ובע: 

(

1 1 0 −1
1 1 1 0
0 1 1 1
1 1 0 0

)
𝑅2−𝑅1,𝑅4−𝑅1
→         (

1 1 0 −1
0 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 1

)
𝑅2↔𝑅3
→    (

1 1 0 −1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

) 

 שים, ולכן סיימנו.כלומר הם בת"ל וגם פור

 

,𝐴ג. תהיינה  𝐵 ∈ 𝔽𝑚×𝑛 הוכיחו או הפריכו: אם .𝐴𝑡𝐵 כה אז הפי𝐵𝑡𝐴 .הפיכה 

 

 ן:פתרו

 נבחין כי: את הטענה. כיחנו

(𝐴𝑡𝐵)𝑡 = 𝐵𝑡(𝐴𝑡)𝑡 = 𝐵𝑡𝐴 

𝑡(𝐴𝑡𝐵)כן גם הפיכה ול 𝐴𝑡𝐵אבל  = 𝐵𝑡𝐴  הפיכה. משל∎. 

 

:𝑇נקודות לסעיף( תהא  9. )4 𝑉 → 𝑉 :ה"ל. הוכיחו או הפריכו 

𝐵[𝑇]כך ש  𝑉של  𝐵א. אם קיים בסיס סדור 
𝐵 טריצה סקלריתמ 

𝐶[𝑇]מתקיים ש  𝑉של  𝐶אז לכל בסיס סדור 
𝐶 .מטריצה סקלרית 

 

 ן:פתרו

 . כזכור:𝑉בסיס ל  𝐶יהי  את הטענה. כיחנו

[𝑇]𝐶
𝐶 = [𝐼]𝐶

𝐵[𝑇]𝐵
𝐵[𝐼]𝐵

𝐶  

𝐵[𝑇]כעת 
𝐵 = 𝛼𝐼 כאשר ,𝛼 ∈ 𝔽 :כלשהו. לכן 

[𝑇]𝐶
𝐶 = [𝐼]𝐶

𝐵(𝛼𝐼)[𝐼]𝐵
𝐶  

𝛼[𝐼]𝐶
𝐵[𝐼]𝐵

𝐶  

𝐶[𝐼])כזכור אבל 
𝐵)−1 = [𝐼]𝐵

𝐶 :ולכן 

= 𝛼𝐼 

𝐶[𝑇]לכן גם ו
𝐶  סקלרית. משל∎. 

 

 



𝐵[𝑇]כך ש  𝑉ל ש 𝐵ב. אם קיים בסיס סדור 
𝐵 מטריצה אלכסונית 

𝐶[𝑇] מתקיים ש 𝑉של  𝐶אז לכל בסיס סדור 
𝐶 ה אלכסונית.מטריצ 

 

 ן:פתרו

 נגדיר: את הטענה. נפריך

𝑇:ℝ2 → ℝ2 

 :משפט ההגדרה על ידי

𝑇 (
1
0
) = (

2
0
) 

𝑇 (
0
1
) = (

0
−1
) 

𝐵הסטנדרטי כמובן, בבסיס  = {(
1
0
) , (
0
1
 מתקיים: {(

[𝑇]𝐵
𝐵 = (

2 0
0 −1

) 

 :אבל בבסיס

𝐶 = {(
1
1
) , (
−1
1
)} 

 נדרג זהו אכן בסיס:)הוכחה זריזה ש

(
1 −1
1 1

)
𝑅2−𝑅1
→    (

1 −1
0 2

) 

 (. כעת:ומהשלישי חינם סיימנו

𝑇 (
1
1
) = 𝑇 ((

1
0
) + (

0
1
)) = (

2
0
) + (

0
−1
) = (

2
−1
) 

 חשב את:נ וכעת

[(
2
−1
)]
𝐶
: (
1 −1
1 1 ∣∣

∣ 2
−1
)
𝑅2−𝑅1
→    (

1 −1
0 2 ∣∣

∣ 2
−3
)

1

2
𝑅2
→ (

1 −1
0 1 ∣∣

∣ 2
−1.5

)
𝑅1+𝑅2
→    (

1 0
0 1 ∣

∣∣
0.5
−1.5

) 

 כלומר:

[(
2
−1
)]
𝐶
= (

0.5
−1.5

) 

 כלומר:

[𝑇]𝐶
𝐶 = (

0.5 ∗
−1.5 ∗

) 

 נה מטריצה אלכסונית.וזו אי

 

 :העשרה

 –לית שגורם למטריצה המייצגת להיות אלכסונית זו בעיה חשובה ולא טריוואמציאת בסיס תראו ש 2 באלגברה לינארית
 .לכסוןה לזקוראים 

 

𝐵מ"ו מעל אותו שדה. נסמן  𝑉,𝑊יהיו . 5 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛}, 𝐶 = {𝑤1, … , 𝑤𝑚} ל  בסיסים𝑉,𝑊 מה.בהתא 



1לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  1ולכל ≤ 𝑗 ≤ 𝑚  נגדיר העתקה𝑇𝑖,𝑗: 𝑉 → 𝑊 :בעזרת משפט ההגדרה כך 

𝑇𝑖,𝑗(𝑣𝑖) = 𝑤𝑗 

𝑘ולכל  ≠ 𝑖  נגדיר𝑇𝑖,𝑗(𝑣𝑘) =  .𝑊ל  𝑉את מרחב ההעתקות מ  Hom(𝑉,𝑊)וד נסמן ע .0

}נקודות( הוכיחו כי הקבוצה  6)א.  𝑇𝑖,𝑗 ∣∣ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚  .Hom(𝑉,𝑊)היא בסיס ל  {

 

 ן:פתרו

 ינארי מתאפס: יהי צירוף לבת"ל

𝑇 = 𝛼1,1𝑇1,1 +⋯+ 𝛼𝑛,𝑚𝑇𝑛,𝑚 = 0 

 נקבל:ו 𝑣𝑖ב (. נציתקת האפסזוהי הע לב,)שימו 

𝑇𝑣𝑖 = 𝛼𝑖,1𝑤1 +⋯+ 𝛼𝑖,𝑚𝑤𝑚 = 0 

,𝑤1אבל  … , 𝑤𝑚 ל, ומכאן יס ולכן בת"סב𝛼𝑖,1 = ⋯ = 𝛼𝑖,𝑚 = ,𝑖ונקבל כי לכל  𝑖. כך אפשר לעשות לכל 0 𝑗 ש 𝛼𝑖,𝑗 = 0. 

 

:𝑇: יהי פרישה 𝑉 → 𝑊 נמצא סקלרים .𝛼1,1, … , 𝛼1,𝑚, … , 𝛼𝑛,1, … , 𝛼𝑛,𝑚 כך ש 𝑇 = ∑ ∑ 𝛼𝑖,𝑗𝑇𝑖,𝑗
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1:נסמן . 

𝑇𝑣𝑖 = 𝑐1𝑤1 +⋯+ 𝑐𝑚𝑤𝑚 

 :ונגדיר

𝛼𝑖,1 = 𝑐1, … , 𝛼𝑖,𝑚 = 𝑐𝑚 

,𝛼𝑖,1בוחרים את הסקלרים  ,𝑖עבור כל כלומר,  … , 𝛼𝑖,𝑚  להיות הסקלרים מהקואורדינטה של𝑇𝑣𝑖  לפי𝐶. 

𝐵ש שוויון בהצבות של הבסיסים. דהיינו, אם ממשפט ההגדרה( שייק להוכיח )מספ = {𝑣1, … , 𝑣𝑛}  בסיס ל𝑉ל , וגם לכ𝑖 

𝑇𝑣𝑖 מתקיים כי = 𝑆𝑣𝑖 אז ,𝑇 = 𝑆1 . לכן, יהי ≤ 𝑖 ≤ 𝑛:כעת : 

𝑐1𝑤1 +⋯+ 𝑐𝑚𝑤𝑚 = 𝑇𝑣𝑖 =∑∑𝛼𝑖,𝑗𝑇𝑖,𝑗𝑣𝑖

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑘לכל  ≠ 𝑖כי  , מתקיים𝑇𝑘,𝑗 =  ולכן אנחנו נשארים עם: 0

=∑𝛼𝑖,𝑗𝑇𝑖,𝑗𝑣𝑖

𝑚

𝑗=1

=∑𝛼𝑖,𝑗𝑣𝑗

𝑚

𝑗=1

 

 .∎שהגדרנו. משל איך על פי  אבל השוויון הזה נכון

 

𝑉כי נקודות( נניח  5. )ב = 𝑊 . תהא𝑆: 𝑉 → 𝑉  ה"ל ויהא{𝑅1, … , 𝑅𝑁}  של בסיסHom(𝑉, 𝑉). 

 הוכיחו כי:

 i. {𝑆𝑅1, … , 𝑆𝑅𝑁}  בסיס שלHom(𝑉, 𝑉)  אממ𝑆 הפיכה. 

 

 ן:פתרו

 נוכיח את שני הצדדים.

,𝑆𝑅1}מספיק להוכיח שבסיס.  הקבוצה לעילהפיכה ולכן צריך להוכיח ש 𝑆נתון כי  ⟹וון בכי … , 𝑆𝑅𝑁}  בת"ל, ומהשלישי
 חינם נסיים. יהי צ"ל מתאפס:



𝛼1𝑆𝑅1 +⋯+ 𝛼𝑁𝑆𝑅𝑁 = 0 

 מלינאריות: כעת

𝑆(𝛼1𝑅1 +⋯+ 𝛼𝑁𝑅𝑁) = 0 

𝑆𝑤הפיכה ולכן היא חח"ע, מה שאומר ש  𝑆ל אב = 𝑤אם ורק אם  0 =  . לכן0

𝛼1𝑅1 +⋯+ 𝛼𝑁𝑅𝑁 = 0 

,𝑅1}( אבל כמובן לאפס, כי תמיד הקלט שקול מדובר בהעתקת האפס)שימו לב,  … , 𝑅𝑁} ,ולכן  בסיס𝛼1 = ⋯ = 𝛼𝑁 = 0. 

 

,𝑆𝑅1}כיוון ש  הפיכה. 𝑆נתון שהקבוצה לעיל בסיס וצ"ל ש  ⟸ון בכיו … , 𝑆𝑅𝑁} קיימים סקלרים כך ש:בסיס , 

𝛼1𝑆𝑅1 +⋯+ 𝛼𝑁𝑆𝑅𝑁 = 𝐼 

 ולכן:

𝑆(𝛼1𝑅1 +⋯+ 𝛼𝑁𝑅𝑁) = 𝐼 

 

,𝑆מונ"ס ויהיו  𝑉יהי  ענת עזר:ט 𝑇: 𝑉 → 𝑉  כך ש𝑆𝑇 = 𝐼 אזי .𝑆, 𝑇  ומתקיים ש הפיכות𝑇−1 = 𝑆. 

 . לכן:𝑉לשהו ל בסיס כ 𝐶יהי  :הוכחת טענת עזר

[𝑆𝑇]𝐶
𝐶 = [𝑆]𝐶

𝐶 ⋅ [𝑇]𝐶
𝐶 = [𝐼]𝐶

𝐶 = 𝐼 

𝐶[𝑆]אבל 
𝐶 , [𝑇]𝐶

𝐶  ריבועיות ולכן הפיכות, ולכן אפשר להכפיל בשני הצדדים ב([𝑇]𝐶
𝐶)
−1

: 

[𝑆]𝐶
𝐶 = ([𝑇]𝐶

𝐶)
−1
= [𝑇−1]𝐶

𝐶 

𝑆ולכן  = 𝑇−1   וברור כי𝑆, 𝑇  הפיכות גם כן. על כן, מתקיים כי𝑆 וסיימנו. משל  הפיכה∎. 

 

 ii. {𝑅1𝑆,… , 𝑅𝑁𝑆} ל בסיס שHom(𝑉, 𝑉)  אממ𝑆 .הפיכה 

 

 ן:פתרו

 נוכיח את שני הצדדים.

,𝑆𝑅1}מספיק להוכיח שבסיס.  הקבוצה לעילהפיכה ולכן צריך להוכיח ש 𝑆נתון כי  ⟹וון בכי … , 𝑆𝑅𝑁}  בת"ל, ומהשלישי
 חינם נסיים. יהי צ"ל מתאפס:

𝛼1𝑅1𝑆 +⋯+ 𝛼𝑁𝑅𝑁𝑆 = 0 

 כעת מלינאריות:

(𝛼1𝑅1 +⋯+ 𝛼𝑁𝑅𝑁)𝑆 = 0 

 ונקבל: ימיןמצד  𝑆−1את שני האגפים ב  נרכיב הפיכה ולכן 𝑆אבל 

𝛼1𝑅1 +⋯+ 𝛼𝑁𝑅𝑁 = 0 

,𝑅1}אבל  … , 𝑅𝑁} ל ועל כן יס ולכן בת"בס𝛼1 = ⋯ = 𝛼𝑛 = 0. 

 

…,𝑅1𝑆}נתון כי  ⟸בכיוון  , 𝑅𝑁𝑆}  וצריך להוכיח שבסיס𝑆 יוון ש הפיכה. כ𝑅1𝑆,… , 𝑅𝑁𝑆 מים סקלרים כך ש:בסיס, קיי 

𝐼 = 𝛼1𝑅1𝑆 +⋯𝛼𝑁𝑅𝑁𝑆 



 ולכן:

𝐼 = (𝛼1𝑅1 +⋯+ 𝛼𝑁𝑅)𝑆 

 .∎וסיימנו. משל הפיכה  𝑆, נובע כי שבתת הסעיף הקודם מטענת העזר

 

 



  A , B ∈  ℝ 3


  A =  (    1  − 1  0   0  1  − 1   1  0  − 1 ) ,     B =  (    1  − 2  1   − 1  2  − 1   2  − 4  2 )


  N  ( A ) ∩ N  ( B )


  N  ( A )


   (    1  − 1  0   0  1  − 1   1  0  − 1 )  →    R 3 −   R 1  (    1  − 1  0   0  1  − 1   0  1  − 1 )  →    R 3 −   R 2  (    1  − 1  0   0  1  − 1   0  0  0 )  →    R 1 +   R 2  (    1  0  − 1   0  1  − 1   0  0  0 )


    x 3


  t


  N  ( A ) =  {   (    t   t   t ) ∣  t ∈ ℝ } =  span ⁡   {  (    1   1   1 ) }


  N  ( B )


   (    1  − 2  1   − 1  2  − 1   2  − 4  2 )  →    R 2 +   R 1  (    1  − 2  1   0  0  0   2  − 4  2 )  →    R 3 − 2   R 1  (    1  − 2  1   0  0  0   0  0  0 )


    x 2 ,   x 3


  t , s


  N  ( B ) =  {   (    2 t − s   t   s ) ∣  t , s ∈ ℝ } =  {  t  (    2   1   0 ) + s  (    − 1   0   1 ) ∣  t , s ∈ ℝ } =  span ⁡   {  (    2   1   0 ) ,  (    − 1   0   1 ) }


   (    1   1   1 ) =  (    2   1   0 ) +  (    − 1   0   1 )


  N  ( A ) ⊆ N  ( B )


  v ∈ N  ( A )


  v = 𝛼  (    1   1   1 )


   (    1   1   1 ) ∈ N  ( B )


  N  ( B )


  N  ( A ) ∩ N  ( B ) = N  ( A )


   {  (    1   1   1 ) }


  C ∈  ℝ  3 × 3


  A C = 0 , B C = 0


  C


  C


    C 1  ( C ) ,   C 2  ( C ) ,   C 3  ( C )


  ∀ 1 ≤ i ≤ 3 :     C  i  ( A C ) = A   C  i  ( C ) =  0 → ,       C  i  ( B C ) = B   C  i  ( C ) =  0 →


  A


  B


  C =  (    1  1  1   1  1  1   1  1  1 )


  C ∈  ℝ  3 × 3


  A C = 0 , B C = 0


   rank ⁡  ( C )


  C


  A , B


  C ≠ 0


   (    1   1   1 )


  1


   (    1   1   1 )


   ℝ 3


    u 1 =  (    1   1   0 ) ,       u 2 =  (    0   1   1 ) ,       u 3 =  (    1   a + 1     a 3 − 3   a 2 + 3 a )


    v 1 =  (    1   0   2 ) ,       v 2 =  (    2   1   0 ) ,       v 3 =  (      a 3 + 1     a 2   2 )


    v 1 =  (    1   0   2 ) ,       v 2 =  (    2   1   0 ) ,       v 3 =  (      a 3 + 1     a 2   2 )


  a


  a


  T :  ℝ 3 →  ℝ 3


  T   u 1 =   v 1 , T   u 2 =   v 2 , T   u 3 =   v 3


  a


   {   u 1 ,   u 2 ,   u 3 }


   ℝ 3


   (    1  0  1   1  1  a + 1   0  1    a 3 − 3   a 2 + 3 a )  →    R 2 −   R 1  (    1  0  1   0  1  a   0  1    a 3 − 3   a 2 + 3 a )  →    R 3 −   R 2  (    1  0  1   0  1  a   0  0    a 3 − 3   a 2 + 2 a )


    a 3 − 3   a 2 + 2 a = 0


  a  (   a 2 − 3 a + 2 ) = 0


  a  (   a 2 − 3 a + 2 ) = 0


  a  ( a − 1 )  ( a − 2 ) = 0


  a ≠ 0 , 1 , 2


   {   u 1 ,   u 2 }


   ℝ 3


  T


  a = 0


   (     1  0   0  1   0  0 ∣     1   0   0 ) ⟶ 1 ⋅  (    1   0   0 ) + 0 ⋅  (    0   1   0 ) =  (    1   0   0 )


   (    1   0   2 ) = 1 ⋅  (    1   0   2 ) + 0 ⋅  (    2   1   0 )  = ?  (    1   0   2 )


  a = 1


   (     1  0   0  1   0  0 ∣     1   1   0 ) ⟶ 1 ⋅  (    1   0   0 ) + 1 ⋅  (    0   1   0 ) =  (    1   1   0 )


   (    3   1   2 ) = 1 ⋅  (    1   0   2 ) + 1 ⋅  (    2   1   0 )  = ?  (    2   1   2 )


  a = 2


   (     1  0   0  1   0  0 ∣     1   2   0 ) ⟶ 1 ⋅  (    1   0   0 ) + 2 ⋅  (    0   1   0 ) =  (    1   2   0 )


   (    5   2   2 ) = 1 ⋅  (    1   0   2 ) + 2 ⋅  (    2   1   0 )  = ?  (    9   4   2 )


  a ∉  { 0 , 1 , 2 }


  a = 0


  a ∈  { 1 , 2 }


  a


  T :  span ⁡   {   u 1 ,   u 2 ,   u 3 } →  span ⁡   {   v 1 ,   v 2 ,   v 3 }


   span ⁡   {   u 1 ,   u 2 ,   u 3 } ≠  {  0 → }


  𝛼 T


  𝛼 ≠ 0


  u


  v


  𝛼 T v = u


  T v =  1  𝛼 u


  T


   1  𝛼 u


    u 1 ,   u 2 ,   u 3


  T : V → W


   dim ⁡  W ≤  dim ⁡  V


  B =  {   u 1 , … ,   v  n }


  C =  {   v 1 , … ,   v  m }


  W , V


  n ≥ m


  ∀ 1 ≤ i ≤ m :       T   v  i =   u  i


  ∀ m < i ≤ n :       T   v  i =   u 1


  ∀ m < i ≤ n :       T   v  i =   u 1


   Img ⁡  T =  span ⁡   { T   v 1 , … , T   v  n } =  span ⁡   {   u 1 , … ,   u  m } = W


  T


  a


   dim ⁡   span ⁡   {   u 1 ,   u 2 ,   u 3 } ≥  dim ⁡   span ⁡   {   v 1 ,   v 2 ,   v 3 }


  a


  a


  a ∉  { 0 , 1 , 2 }


   dim ⁡   span ⁡   {   u 1 ,   u 2 ,   u 3 } = 3


   dim ⁡   span ⁡   {   v 1 ,   v 2 ,   v 3 } ≤ 3


   ℝ 3


  a ∈  { 0 , 1 , 2 }


   dim ⁡   span ⁡  {   u 1 ,   u 2 ,   u 3 } = 2


  a


   (    1  2    a 3 + 1   0  1    a 2   2  0  2 )  →    R 3 − 2   R 1  (    1  2    a 3 + 1   0  1    a 2   0  − 4  − 2   a 3 )  →    R 3 + 4   R 1  (    1  2    a 3 + 1   0  1    a 2   0  0  4   a 2 − 2   a 3 )


  4   a 2 − 2   a 3 = 0


  2   a 2  ( 2 − a ) = 0


  a = 0 ∨ a = 2


   dim ⁡   span ⁡   {   v 1 ,   v 2 ,   v 3 } = 2


  a = 1


  a ≠ 1


  a = 1


  A =  (    − 1  2  1   − 1  1  1   1  − 2  1 ) ∈  ℝ  3 × 3


  B ∈  ℝ  3 × 3


   det ⁡   ( B A   B  t ) =  det ⁡   ( A ) +  det ⁡   ( B )


  B


  x =  det ⁡  B


   det ⁡   ( B A   B  t ) =  det ⁡   ( B ) ⋅  det ⁡   ( A ) ⋅  det ⁡   (   B  t ) =   x 2  det ⁡   ( A )


   det ⁡   ( A ) =  det ⁡   (    − 1  2  1   − 1  1  1   1  − 2  1 )  =    R 2 −   R 1  det ⁡   (    − 1  2  1   0  − 1  0   1  − 2  1 )  =    R 3 +   R 1  det ⁡   (    − 1  2  1   0  − 1  0   0  0  2 )


  =  ( − 1 ) ⋅  ( − 1 ) ⋅ 2 = 2


  x


  2   x 2 = 2 + x


  2   x 2 − x − 2 = 0


  2   x 2 − x − 2 = 0


    x  1 , 2 =   1 ±  1 − 4 ⋅ 2 ⋅  ( − 2 ) 4 =   1 ±  17 4


    x  1 , 2 =   1 ±  1 − 4 ⋅ 2 ⋅  ( − 2 ) 4 =   1 ±  17 4


  B =  (    1  42  67   0  1  23   0  0    1 ±  17 4 )


  k


    v 1 ,   v 2 ,   v 3 ,   v 4


    𝔽  k


       w 1 =    v 1 +   v 2 −   v 4     w 2 =    v 1 +   v 2 +   v 3     w 3 =    v 2 +   v 3 +   v 4     w 4 =    v 1 +   v 2


   span ⁡   {   w 1 ,   w 2 ,   w 3 ,   w 4 }


   {   w 1 ,   w 2 ,   w 3 ,   w 4 }


   {   v 1 ,   v 2 ,   v 3 ,   v 4 }


   (    1  1  0  − 1   1  1  1  0   0  1  1  1   1  1  0  0 )  →    R 2 −   R 1 ,   R 4 −   R 1  (    1  1  0  − 1   0  0  1  1   0  1  1  1   0  0  0  1 )  →    R 2 ↔   R 3  (    1  1  0  − 1   0  1  1  1   0  0  1  1   0  0  0  1 )


  A , B ∈   𝔽  m × n


    A  t B


    B  t A


     (   A  t B )  t =   B  t    (   A  t )  t =   B  t A


    A  t B


     (   A  t B )  t =   B  t A


  ∎


  T : V → V


  B


  V


     [ T ]  B  B


  C


  V


     [ T ]  C  C


  C


  V


     [ T ]  C  C =    [ I ]  C  B    [ T ]  B  B    [ I ]  B  C


     [ T ]  B  B = 𝛼 I


  𝛼 ∈ 𝔽


     [ T ]  C  C =    [ I ]  C  B  ( 𝛼 I )    [ I ]  B  C


  𝛼    [ I ]  C  B    [ I ]  B  C


  𝛼    [ I ]  C  B    [ I ]  B  C


     (    [ I ]  C  B )  − 1 =    [ I ]  B  C


  = 𝛼 I


     [ T ]  C  C


  ∎


  B


  V


     [ T ]  B  B


  C


  V


     [ T ]  C  C


  T :  ℝ 2 →  ℝ 2


  T  (    1   0 ) =  (    2   0 )


  T  (    0   1 ) =  (    0   − 1 )


  T  (    0   1 ) =  (    0   − 1 )


  B =  {  (    1   0 ) ,  (    0   1 ) }


     [ T ]  B  B =  (    2  0   0  − 1 )


  C =  {  (    1   1 ) ,  (    − 1   1 ) }


   (    1  − 1   1  1 )  →    R 2 −   R 1  (    1  − 1   0  2 )


  T  (    1   1 ) = T  (  (    1   0 ) +  (    0   1 ) ) =  (    2   0 ) +  (    0   − 1 ) =  (    2   − 1 )


     [  (    2   − 1 ) ]  C :  (     1  − 1   1  1 ∣     2   − 1 )  →    R 2 −   R 1  (     1  − 1   0  2 ∣     2   − 3 )  →   1 2   R 2  (     1  − 1   0  1 ∣     2   − 1 . 5 )  →    R 1 +   R 2  (     1  0   0  1 ∣     0 . 5   − 1 . 5 )


     [  (    2   − 1 ) ]  C =  (    0 . 5   − 1 . 5 )


     [ T ]  C  C =  (    0 . 5  ∗   − 1 . 5  ∗ )


  V , W


  B =  {   v 1 , … ,   v  n } , C =  {   w 1 , … ,   w  m }


  V , W


  1 ≤ i ≤ n


  1 ≤ j ≤ m


    T  i , j : V → W


    T  i , j  (   v  i ) =   w  j


  k ≠ i


    T  i , j  (   v  k ) = 0


   Hom ⁡   ( V , W )


  V


  W


   {    T  i , j ∣  1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ m }


   Hom ⁡   ( V , W )


  T =   𝛼  1 , 1   T  1 , 1 + ⋯ +   𝛼  n , m   T  n , m = 0


    v  i


  T   v  i =   𝛼  i , 1   w 1 + ⋯ +   𝛼  i , m   w  m = 0


    w 1 , … ,   w  m


    𝛼  i , 1 = … =   𝛼  i , m = 0


  i


  i , j


    𝛼  i , j = 0


  T : V → W


    𝛼  1 , 1 , … ,   𝛼  1 , m , … ,   𝛼  n , 1 , … ,   𝛼  n , m


  T =   ∑  i = 1  n    ∑  j = 1  m    𝛼  i , j   T  i , j


  T   v  i =   c 1   w 1 + ⋯ +   c  m   w  m


    𝛼  i , 1 =   c 1 , … ,   𝛼  i , m =   c  m


  i


    𝛼  i , 1 , … ,   𝛼  i , m


  T   v  i


  C


  B =  {   v 1 , … ,   v  n }


  V


  i


  T   v  i = S   v  i


  T = S


  1 ≤ i ≤ n


    c 1   w 1 + ⋯ +   c  m   w  m = T   v  i =   ∑  i = 1  n    ∑  j = 1  m    𝛼  i , j   T  i , j   v  i


  k ≠ i


    T  k , j = 0


  =   ∑  j = 1  m    𝛼  i , j   T  i , j   v  i =   ∑  j = 1  m    𝛼  i , j   v  j


  ∎


  V = W


  S : V → V


   {   R 1 , … ,   R  N }


   Hom ⁡   ( V , V )


   { S   R 1 , … , S   R  N }


   Hom ⁡   ( V , V )


  S


   ⟹


  S


   { S   R 1 , … , S   R  N }


    𝛼 1 S   R 1 + ⋯ +   𝛼  N S   R  N = 0


  S  (   𝛼 1   R 1 + ⋯ +   𝛼  N   R  N ) = 0


  S


  S w = 0


  w = 0


    𝛼 1   R 1 + ⋯ +   𝛼  N   R  N = 0


   {   R 1 , … ,   R  N }


    𝛼 1 = ⋯ =   𝛼  N = 0


   ⟸


  S


   { S   R 1 , … , S   R  N }


    𝛼 1 S   R 1 + ⋯ +   𝛼  N S   R  N = I


  S  (   𝛼 1   R 1 + ⋯ +   𝛼  N   R  N ) = I


  V


  S , T : V → V


  S T = I


  S , T


    T  − 1 = S


  C


  V


     [ S T ]  C  C =    [ S ]  C  C ⋅    [ T ]  C  C =    [ I ]  C  C = I


     [ S ]  C  C ,    [ T ]  C  C


     (    [ T ]  C  C )  − 1


     [ S ]  C  C =    (    [ T ]  C  C )  − 1 =    [   T  − 1 ]  C  C


  S =   T  − 1


  S , T


  S


  ∎


   {   R 1 S , … ,   R  N S }


   Hom ⁡   ( V , V )


  S


   ⟹


  S


   { S   R 1 , … , S   R  N }


    𝛼 1   R 1 S + ⋯ +   𝛼  N   R  N S = 0


   (   𝛼 1   R 1 + ⋯ +   𝛼  N   R  N ) S = 0


  S


    S  − 1


    𝛼 1   R 1 + ⋯ +   𝛼  N   R  N = 0


   {   R 1 , … ,   R  N }


    𝛼 1 = ⋯ =   𝛼  n = 0


   ⟸


   {   R 1 S , … ,   R  N S }


  S


    R 1 S , … ,   R  N S


  I =   𝛼 1   R 1 S + ⋯   𝛼  N   R  N S


  I =  (   𝛼 1   R 1 + ⋯ +   𝛼  N R ) S


  S


  ∎

