
קודם משיעור המשך

סיבוב טורוס של τ פרמטר 14.2

מסקנה

שהיא ,(x, z) במישור Jordan עקומת של סיבוב ע״י המתקבל R3ב סיבוב בטורוס נתבונן
שקול הוא הטורוס אזי .φ ∈ [0, 2] כאשר (f (φ) , g (φ)) פרמטריזציה עם ,L > 0 באורך
נפרש Lc,d ⊆ R2 שריג ואילו (θ, ψ) המישור הוא R2 כאשר R3

/Lc,d שטוח לטורוס קונפורמי
.e2 = ∂

∂ψ ,e1 = ∂
∂θ כאשר de2ו ce1 וקטורים ע״י

Lc,d = spanZ

(
c
∂

∂θ
, d

∂

∂ψ

)
= cZ+ dZ

.d =
´ L
0

dφ

f (φ)
,c = 2π כאשר

הוכחה

g11 = g22 :(θ, ψ)

ψ =

ˆ
dφ

f (φ)

g
(
u1, u2

)
= g (θ, ψ)

(gij) =

(
f (ϕ (ψ))

2
0

0 f (ϕ (ψ))
2

)
gij = f2 (ϕ (ψ)) dij

מסקנה

טהור: מדומה הוא סיבוב טורוס של τ פרמטר

τ = iσ2
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כאשר

σ2 = max

(
c

d
,
d

c

)
≥ 1

x (θ, φ) = (f cos θ, f sin θ, g)

x̃ (θ, φ) = (λf cos θ, λf sin θ, λg)

λ > 0 כאשר

g̃ij = λ2gij

סיבוב טורוס של וφ־לולאות θ־לולאות 14.3

הגדרה

.[0, L] על רץ φ ואילו θ קובעים כאשר המתקבלת לולאה היא הטורוס על φ־לולאה •

.[0, 2π] קטע על רץ θ ואילו φ קובעים כאשר מתקבלת θ־לולאה •

למה

.L שווה אורך באותו הן לולאות φ כל

הוכחה

לולאה: φ של פרמטריזציה

β (φ) = (f (φ) cos θ0, f (φ) sin θ0, g (φ))

‖β′ (φ)‖ = f ′2 cos2 θ0 + f ′2 sin2 θ + g′2 = f ′2 + g′2

אינטגרל: הוא לולאה φ של אורך
ˆ L

0

‖β′ (φ)‖ dφ = L

למה

(φב משתנה(תלוי באורך הן סיבוב טורוס על θ־לולאות

2πχ = 2πf (φ)
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הוכחה

θ־לולאה: של פרמטריזציה

γ (θ) = (f (φ0) cos θ, f (φ0) sin θ, g (φ0))

γ′ (θ) = (f (φ0) (− sin θ) , f (φ0) cos θ, 0)

‖γ′ (θ)‖2 = f (φ0)
2

‖γ′ (θ)‖ = |f (φ0)|

אינטגרל הוא θ־לולאה של אורך
ˆ 2π

0

‖γ′ (θ)‖ dθ =
ˆ 2π

0

|f (φ0)| dθ = 2π |f (φ0)|

מעגל ע״י מוגדר טורוס 14.4

f (φ) = a+ b cosφ g (φ) = b sinφ

x (θ, φ) = ((a+ b cosφ) cos θ, (a+ b cosφ) sin θ, b sinφ)

|φ-loop| = 2πb

|θ-loop| = 2π (a+ b (0)φ0)

שאריות סיבוב, טורוס של τ פרמטר 14.5

τ = imax

(
c

d
,
d

c

)
c = 2π

d =

ˆ L

0

dφ

f (φ)
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משפט

.L = spanZ

(
c ∂∂θ , d

∂
∂φ

)
,C/L טורוס הוא סיבוב לטורוס קונפורמי שקול שהוא שטוח טורוס

.spanZ (ce1, de2) ,d =
2π√(
a
b

)2 − 1
ו c = 2π לכן

הוא τ פרמטר לכן

τ = imax

(√
(a/b)

2 − 1,
(
(a/b)

2 − 1
)−1/2

)

הוכחה

d =

ˆ 2

0

dϕ

f (ϕ)
=

ˆ L=2πb

0

dϕ

a+ b cos
(
ϕ
b

) =

ˆ 2π

0

1
b dφ

a+ b cosφ

φ = bϕ dφ = bdϕ dϕ =
1

b
dφ

d =

ˆ 2π

0

dφ

(a/b) + cosφ

a′ = a/b

d =

ˆ 2π

0

dφ

a′ + cosφ

cosφ = Re
(
eiφ
)

cosφ =
1

2

(
eiφ + e−iφ

)
d =

ˆ 2π

0

dφ

a′ + 1
2 (e

iφ + e−iφ)

z = eiφ

dz = ieiφ dφ = iz dφ

dφ =
1

iz
dz

dφ =
−i dz
z
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d =

ffi
|z|=1

− i dzz
a′ + 1

2

(
z + 1

z

) =

ffi
|z|=1

−2idz
2za′ + z2 + 1

= −2i
ffi
|z|=1

dz

z2 + 2a′z + 1

z2 + 2a′z + 1 = (z − λ1) (z − λ2)

λ1 = −a′ +
√
a′2 − 1 λ2 = −a′ −

√
a′2 − 1

a′ > ש1 בגלל −a′ −
√
a′2 − 1 < 1

ˆ
dz

z2 + 2a′z + 1
= 2πiRes (f, λ1)

f =
1

z2 + 2a′z + 1
כאשר

Res (f, λ1) = lim
z→λ1

f (z) (z − λ) = lim
z→λ1

���z − λ1
���z − λ1 (z − λ2)

= lim
z→λ1

1

z − λ2
=

1

λ1 − λ2

Res (f, λ1) =
1

λ1 − λ2
=

1

2
√
a′2 − 1

d = −2i
˛

dz

f (z)
= −2i · 2πiRes (f, λ1) = 4πRes (f, λ1) =

= 4π
1

2
√
a′2 − 1

=
2π√
a′2 − 1

d =
2π√

(a/b)
2 − 1

d

c
=

1√(
a
b

)2 − 1

c

d
=

√(a
b

)2
− 1

τ = imax

(((a
b

)2
− 1

)±1/2
)

למבחן חזרה

(א)

.k1, k2 ראשיות עקמומיות הגדר
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:Lijל Weingarten העתקת בין יחס

Lij = −Lk jgik

gimב הצדדים משני נכפיל

Lijg
im = −Lk jgikgim

gikg
im = gkig

im = δ m
k

Lijg
im = −Lk jδ mk = −Lmj

Lmj = −Lijgim

.
(
Lmj

)
על עצמיים ערכים הם k2ו k1

(ב)

מטריצה. בתור Weingarten העתקת ובטא מתאים בסיס מצא

Wp (xi) = Ljixj

Lmj = −Lijgim

אזי g120 = אם

Lmj = −Lmjgmm

L1
2 = L2

1 = 0

L1
1 = −L11g

11 L2
2 = −L22g

22

ע״י מתבטא Wp לכן

Li j =

(
−L11g

11 0
0 −L

)

(gij) =

(
g11 0
0 g22

)
(
gkl
)
=

( 1
g11

0

0 1
g22

)
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לכן

g11 =
1

g11
g22 =

1

g22

Li j = −

(
L11

g11
0

0 L22

g22

)

K = detWp = L1
1L

2
2 − L1

2L
2
1

H =
1

2
tr (Wp) =

1

2
(λ1 + λ2)

L1
1 + L2

2 = λ1 + λ2
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