
88-341-01 
 תשע"ב   בשבט זט"

 הורוביץ ש.מרצה: 
 

 1ה מודרנית מבחן באנליז                                        
 'מועד  א                                                               
 , וכל הוכחה שווה נקודות 7יטוט שווה הגדרה או צהשאלות הבאות. כל ל כל ענו ע            

 בהצלחה!  .הבחינה שלוש שעות  ךנקודות.  חומר עזר אסור.  מש 12            
 

 את המידה החיצונית של לבג על א. הגדירו  .1
 .הגדירו פונקציות מדידות לבג על ב. 

]רציפות בהחלט  .  הגדירו פונקציותג ]: ,f a b → 
 ד.  צטטו את החצי השני של המשפט היסודי של חשבון אינטגרלי, בגירסת לבג.

] -רציפות בהחלט ב g -ו fשאם  וה.   הוכיח ],a b  אז אפשר לקיים אינטגרציה 
 :dmבחלקים ביחס למידת לבג      

                 
 ]

[ ] [ ], ,

' 'b

a
a b a b

fg dm fg f gdm= −∫ ∫ 

     
 צטטו את משפט ההתכנסות המונוטונית של לבג.  .  א.  2     

 ב.   צטטו את משפט ההתכנסות הנשלטת של לבג.            
 ג.    צטטו את למת פאטו.          

)ד.    יהי            ), , )X S u  מרחב מידה חיובית ותהי[ ]: 0,f X →  פונקציה  ∞
}.   תהי duאינטגרבילית                  }nf סדרה יורדת של פונקציות מדידות-S כך 
xשלכל                   X∈ ,( ) lim ( )nn

f x f x
→∞

lim -הוכיחו ש  = nn
X X

fdu f du
→∞

=∫  אמ"ם ∫

 .   duאינטגרבילית  nf-כך ש n∈קיים                 
                     

     
 

) י א.   הגדירו מרחב.  3      )pL du  ,1 p≤ ≤ ∞ 
1צטטו את אי שוויון הולדר במקרה ב.              p< < ∞. 

)ג.    יהי            ), , )X S u  מרחב מידה חיובית ותהי:nf X → סדרת פונקציות ב-  
                ( )1L du  בך שלכלx X∈  קיים גבול( ) lim ( )nn

f x f x
→∞

nf -.  הוכיחו ש= f→  

) -ב                  )1L du  אמ"םlim nn
X X

f du f du
→∞

=∫ ∫ . 

         
]נגדיר  .ד ]( ): 0,1T C →  ע"י( ) (0)T f f=יחו שאם נגדיר על כ.  הו 

       [ ]( )0,1C ורמה הרגילה, אז נאת הT  רציף, אבל אם נגדיר על[ ]( )0,1C 
 לא רציף. Tביחס למידת לבג, אז  2Lאת נורמת                 



88-341-01 
 תשע"ב  כ"ד אדר
 הורוביץ ש.מרצה: 

 

 1ה מודרנית מבחן באנליז                                        
 'מועד  ב                                                               
     ךנקודות.  חומר עזר אסור.  מש 8 שווה סעיףהשאלות הבאות. כל ל כל ענו ע            

 הבחינה שלוש שעות.  בהצלחה!            
 

).   יהי 1      , , )X S µ  .מרחב מידה חיובית 
 .  S  הגדירו פונקציה מדידה. א
 .  dµ ת רביליאינטג הגדירו פונקציה ב.

)  -משפט ההתכנסות המונוטונית של לבג,  בג.  צטטו את            , , )X S µ 

nf:תהי .  ד           X →  מדידות סדרת פונקציות- Sנניח ש .- 
1

n
n X

f du
∞

=

< ∞∑∫  . 

הוכיחו שהטור                
1

( )n
n

f x
∞

=
)מתכנס כב"מ  ∑ )du. 

     
 

uצטטו את המשפט המאפיין קבוצות מדידות ביחס ל"מידת המכפילה" .  א.  2      v×. 
 ב.   צטטו את משפט פוביני.          
]מידת הספירה על הקטע  u-ג ומידת לב mתהי ג.              ]0,1K  .  ניצור את מידת=

wהמכפילה                  m u= Kעל  × K× הוכיחו שהאלכסון  .      
                ( ){ }, :A x y K K x y= ∈ × = 

 )Rσδמטיפוס A -.  (הדרכה: הוכיחו שdwקבוצה מדידה                 
Aד.   בנתונים של סעיף ג', הראו ששלושת האינטגרלים           

K K

I dw
×
∫  , 

                ( , ) ( ) ( )A
K K

I x y dm x du y
 
 
 
∫ ) -ו ∫ , ) ( ) ( )A

K K

I x y du y dm x
 
 
 
∫  כולם שונים זה מזה. ∫

 ה.   הסבירו מדוע התוצאה של סעיף ד' אינה סותרת את משפטי פוביני וטונלי.         
 
 
 

]. א.   הגדירו מרחבי 3     ]pL dµ 1 p≤ ≤  ביחס למידה כלשהי.   ∞
 הגדירו מרחב בנך.   ב.         

) -ג.   הוכיחו ש          )L du∞   .מרחב שלם         
pl   1ד.   הגדירו את            p≤ ≤ 1l -,  והוכיחו ש∞ l∞⊂ 
 מרחב שלם.   א לא אז הו 1lעל  ∞lה.   הוכיחו שאם נשרה את נורמת           

           
 



 
               
                      

 
 



88-341-01 
 תשע"ג   בשבט כ'

 הורוביץ ש.מרצה: 
 

 1ה מודרנית מבחן באנליז                                        
 'מועד  א                                                               
  10, וכל הוכחה שווה נקודות 6ציטוט שווה השאלות הבאות. כל ל כל ענו ע            

 בהצלחה!  .הבחינה שלוש שעות  ךחומר עזר אסור.  מש  נקודות            
 

 את המידה החיצונית של לבג על א. הגדירו  .1
 .הגדירו פונקציות מדידות לבג על ב. 

 . -ת בורל בקבוצו .  הגדירוג
) הקטע  קבוצה כלשהי של-היא תתnnEנניח שלכל .   ד )3 1,3 2n n+ +.  

 -הוכיחו ש     
11

( ) ( )n n
nn

m E m E
∞ ∞

∗ ∗

==

=∑

  . 

 
 צטטו את משפט ההתכנסות המונוטונית של לבג.  .  א.  2     

 ב.   צטטו את משפט ההתכנסות הנשלטת של לבג.            
 ג.    צטטו את למת פאטו.          
)ד.    יהי            ), , )X S µ  מרחב מידה חיובית ותהי[ ]: 0,nf X →   פונקציותסדרת  ∞

lim   -ש ניחנ. du מדידות                 0nn
X

f du
→∞

0ε.  הוכיחו שלכל  ∫=  קיים  <

              0n ∈ 0לכל כך שn n>  { }( ): ( )nx X f xµ ε ε∈ > <. 
                

) י א.   הגדירו מרחב.  3      )pL dµ  ,1 p≤ ≤ ∞ 
1צטטו את אי שוויון הולדר במקרה ב.              p< < ∞. 

)1הוכיחו שאם ג.               )f L dµ∈  ואם( )g L dµ∞∈  1אז( )fg L dµ∈     נסחו והוכיחו  . 
 שויון מטיפוס הולדר עבור המקרה הזה,  וקבעו מתי יש בו שויון.-אי                 

             
         

 .  א.   הגדירו פונקציות בעלות השתנות חסומה בקטע סגור.     4     

)1ב.   להוכיח או להפריך:  לפונקציה            ) sinf x x
x

 =  
 

 יש השתנות חסומה בקטע  

                [ ]0,1. 
Iהגדירו פונקציות רציפות בהחלט בקטע  .ג ⊂ . 
)  n∈להוכיח או להפריך: אם לכל  .ד )nf x  היא פונקציה רציפה בהחלט

]  בקטע  ],a b  ואם קיים( ) lim ( )nn
f x f x

→∞
] -במידה שווה ב = ],a bאז  , 

               ( )f x רציפה בהחלט ב-[ ],a b. 



 88-341-01 קורס:
 "ג עתש אדר י'

 הורוביץ ש.מרצה: 
 

 1ה מודרנית מבחן באנליז                             
 'מועד ב                                         

 14, וכל הוכחה שווה קודותנ 7כל השאלות הבאות. כל ציטוט שווה  לענו ע            
 שלוש שעות.הבחינה  חומר עזר אסור.  משך נקודות.             

 
]פונקציה רציפה בהחלט על קטע  א. הגדירו  .1 ],a b. 

 (שני חלקים). משפט היסודי של חשבון אינפיניטסמלית לבג  להכללצטטו את ב. 
} -נניח שג.             }nf  בקטע היא סדרת פונקציות רציפות בהחלט[ ],a b כך שלכל , 

               [ ],x a b∈  קיים הגבול( ) lim ( )nn
f x f x

→∞
0M.  עוד נניח שקיים קבוע =  כך  <

)' n∈שלכל                 )nf x M≤  :להוכיח או להפריך  .( )f x רציפה בהחלט ב-   .              
              [ ],a b. 

  
 

]א.  הגדירו פונקציה בעלת השתנות חסומה בקטע  .2 ],a b.   
) -ב.   הוכיחו ש ) ( )b

af f a T f= ]נורמה על המרחב  + ]( ),BV a b . 
 

xµאפיון של קבוצות מדידות ביחס למידת מכפילה הצטטו את  א.  .  3 ν. 
 צטטו את משפט פוביני  (רק הנתונים והטענה העיקרית טענה ה')ב.             

 ג.   צטטו את משפט טונלי  (רק הנתונים והטענה העיקרית טענה ה')          

ד.   נגדיר           

2

2

1/ : 0
( , ) 1/ : 0

0 :

x x y
f x y y y x

x y

 > ≥
= − > ≥
 =

      -ו ש. הרא

                               
1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( , )dx f x y dy dy f x y dx≠∫ ∫ ∫ ∫. 

  אינה סותרת לא את משפט פוביני ולא את הסבירו מדוע התוצאה               
 משפט טונלי.                

 
 

 .    א.  הגדירו מרחב הילברט.4    
 ב.  צטטו את משפט ההצגה של ריס.           
Mמרחב הילברט, ויהי  Hג.   יהי             H⊂ מרחב.  נגדיר -תתM  להיות  ⊥

              { }:( , ) 0x H x y y M∈ = ∀ )-.  הוכיחו ש∋ )M M ⊥  סגור.   Mאם ורק אם  =⊥
 
 

 לחה! בהצ                                              
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