
3 אינפי 8 בית תרגיל

פונקציה נתונה .1

f(x, y) =

xy x2−y2

x2+y2 (x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

.f
′′

yx(0, 0) ואת f
′′

xy(0, 0) את מצא

כי ברור ראשית, פתרון.

f
′

y(0, 0) = f
′

x(0, 0) = 0

נוספים: במקומות החלקיות הנגזרות ערך את גם נמצא

f
′

x(x, y) = y
x2 − y2

x2 + y2
+ xy

2x(x2 + y2)− 2x(x2 − y2)

(x2 + y2)2

כי ברור לכן

f
′

x(0, y) = −y

היא השניה החלקית והנגזרת

f
′

y(x, y) = x
x2 − y2

x2 + y2
+ xy

−2y(x2 + y2)− 2y(x2 − y2)

(x2 + y2)2

לכן

f
′

y(x, 0) = x

ונקבל: המעורבות הנגזרות את נחשב כעת

fxy(0, 0) = lim
t→0

fx(0, t)− fx(0, 0)

t
= lim

t→0

−t

t
= −1

fyx(0, 0) = lim
t→0

fy(t, 0)− fy(0, 0)

t
= lim

t→0

t

t
= 1

שוות. לא אבל קיימות המעורבות הנגזרות

ונניח .D = (0,∞) × (0,∞) בתחום פעמיים ברציפות גזירה פונקציה f(x, y) תהי .2

הרכבה להגדיר שניתן כך x = es+t, y = es−t לפי s, t באמצעות מבוטאים x, y ש

g(s, t) = f(x(s, t), y(s, t))

כי הוכח

gst = 0 ⇔ x2fxx + xfx = y2fyy + yfy



gs עם נתחיל משתנים: החלפת נבצע פתרון.

gs = fxxs + fyys

עכשיו

∂

∂t
(gs) =

∂

∂t
(fxxs + fyys) =

∂

∂t
(fx)xs + fxxst +

∂

∂t
(fy)ys + fyyst =

(fxxxt + fxyyt)xs + fxxst + (fyxxt + fyyyt)ys + fyyst =

fxxxtxs + fxyytxs + fxxst + fyxxtys + fyyytys + fyyst

שלנו במקרה

xs = xt = es+t = x

xts = es+t = x

ys = es−t = x

yt = −es−t = −y

yst = −es−t = −y

ש נקבל שלנו בביטוי אלה כל את נציב אם

gst = fxxx
2 − fxyxy + fxx+ fyxxy − fyyy

2 − fyy =

fxxx
2 + fxx− fyyy

2 − fyy

ש ברור לכן

gst = 0 ⇔ x2fxx + xux = y2fyy + yfy

של לגרנז’ שארית עם 2 סדר עד (1, 0) הנקודה סביב טיילור פולינום את מצאו .3

f(x, y) =
√
x2 + y2

2 סדר עד בנגזרות ,3 סדר ועד 0 מסדר החלקיות הנגזרות כל את נחשב פתרון.

את נציב - לגרנז’) לשארית ישמשו (שהן 3 מסדר בנגזרות (1,0) הנקודה את נציב

(1 + θ(x− 1), θy)

fx =
x√

x2 + y2
, fy =

y√
x2 + y2

fxx =

√
x2 + y2 − x2√

x2+y2

x2 + y2
=

y2

(x2 + y2)
3
2

, fxy = − xy

(x2 + y2)
3
2

, fyy =
x2

(x2 + y2)
3
2



:(1, 0) הנקודה את שחישבנו בנגזרות נציב ,2 סדר עד הפולינום את קודם נחשב

f(1, 0) = 1, fx(1, 0) = 1, fy(1, 0) = 0

fxx(1, 0) = 0, fxy(1, 0) = 0, fyy(0, 0) = 1

הוא: (1, 0) סביב 2 סדר עד שארית) (בלי טיילור פולינום לכן

f(x, y) = 1 + (x− 1) +
1

2
y2

3 מסדר הנגזרות את נחשב לגרנז’ שארית בשביל

fxxx = −3
xy2

(x2 + y2)
5
2

, fxxy =
2y

(x2 + y2)
3
2

− 3
y3

(x2 + y2)
5
2

fxyy =
2x

(x2 + y2)
3
2

− 3
x3

(x2 + y2)
5
2

, fyyy = −3
x2y

(x2 + y2)
5
2

נסמן

θx = 1 + θ(x− 1), θy = θy

היא: לגרנז’ ששארית ונקבל

1

3!
(−3

θxθ
2
y

(θ2x + θ2y)
5
2

(x− 1)3 + 3 · ( 2θy

(θ2x + θ2y)
3
2

− 3
θ3y

(θ2x + θ2y)
5
2

)(x− 1)2y +

+3 · ( 2θx

(θ2x + θ2y)
3
2

− 3
θ3x

(θ2x + θ2y)
5
2

)(x− 1)y2 − 3
θ2xθy

(θ2x + θ2y)
5
2

y3)

הוא: השארית עם כולו הפולינום לכן

f(x, y) = 1 + (x− 1) +
1

2
y2 +

1

2
(−

θxθ
2
y

(θ2x + θ2y)
5
2

(x− 1)3 + (
2θy

(θ2x + θ2y)
3
2

− 3
θ3y

(θ2x + θ2y)
5
2

)(x− 1)2y

+ (
2θx

(θ2x + θ2y)
3
2

− 3
θ3x

(θ2x + θ2y)
5
2

)(x− 1)y2 − θ2xθy

(θ2x + θ2y)
5
2

y3)

f(x, y) = ex
2

sin(2y) של 5 סדר עד (0, 0) הנקודה סביב טיילור פולינום את מצאו .4

ו היות פתרון.

ex =

∞∑
n=0

xn

n!

כי נקבל

ex
2

= 1 + x2 +
x4

2
+ o(x5)

בדומה:

sin 2y = 2y − (2y)3

3!
+

(2y)5

5!
+ o(y5)



ולכן:

ex
2

sin(2y) = (1 + x2 +
x4

2
+ o(|x|5))(2y − (2y)3

3!
+

(2y)5

5!
+ o(|y|5)) =

2y + 2x2y + x4y − 4

3
y3 − 4

3
x2y3 +

(2y)5

5!
+ o(||(x, y)||5)

של פולינום יהיה שהוא כך x3 + xy + y2 הפולינום את מחדש כתבו ,a, b ∈ R יהיו .5

.x− a, y − b

:(a, b) סביב 3 סדר עד טיילור טור נחשב פתרון.

fx = 3x2 + y, fy = x+ 2y

fxx = 6x, fxy = 1, fyy = 2

fxxx = 6, fxxy = fxyy = fyyy = 0

ונקבל: (a, b) את נציב

f(a, b) = a3 + ab+ b2

fx(a, b) = 3a2 + b, fy(a, b) = a+ 2b

fxx(a, b) = 6a, fxy(a, b) = 1, fyy(a, b) = 2

fxxx(a, b) = 6, fxxy(a, b) = fxyy(a, b) = fyyy(a, b) = 0

הוא טיילור טור ולכן

a3 + ab+ b2 + (3a2 + b)(x− a) + (a+ 2b)(y − b) +
1

2
(6a(x− a)2 + 2(x− a)(y − b) + 2(y − b)2)+

+
1

3!
(6(x− a)3)

יפה: יותר קצת בכתיבה שזה

a3+ab+b2+(3a2+b)(x−a)+(a+2b)(y−b)+3a(x−a)2+(x−a)(y−b)+(y−b)2+(x−a)3

.2 סדר עד (π2 , 0) הנקודה סביב f(x, y) = sin(xey) של טיילור פיתוח את כתבו .6

:2 סדר עד נגזרות נחשב פתרון.

fx = cos(xey)ey, fy = cos(xey)xey

fxx = −e2y sin(xey), fxy = − sin(xey)xe2y+cos(xey)ey, fyy = xey cos(xey)−sin(xey)x2e2y



ונקבל: (π2 , 0) הנקודה את נציב

f(
π

2
, 0) = 1

fx(
π

2
, 0) = 0, fy(

π

2
, 0) = 0

fxx(
π

2
, 0) = −1, fxy(

π

2
, 0) = −π

2
, fyy(

π

2
, 0) = −π2

4

הוא: פיאנו שארית עם 2 סדר עד הפולינום לכן

f(x, y) = 1 +
1

2
(−(x− π

2
)2 − π

2
(x− π

2
)y − π2

4
y2) + o(||(x, y)||2)

. f(x, y) = ex
2y3

תהי .7

.19 סדר עד (0, 0) סביב f של טיילור פיתוח כתבו (א)

ו היות פתרון.

ex =

∞∑
n=0

xn

n!

ש נקבל

ex
2y3

= 1 + x2y3 +
x4y6

2
+

x6y9

6
+ o(||x, y||19)

.(20 ממעלה איבר כבר הוא x8y12 ש לב (נשים

∂f(0,0)
∂x8∂11 את חשבו (ב)

ש ברור 19 מסדר איבר אף טיילור בפיתוח ואין היות פתרון.

∂f(0, 0)

∂x8∂11
= 0


