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 11הרצאה 

 Inverse Functionמשפט על פונקציה הפוכה 
𝑛 = 1 

𝑓: (𝑎, 𝑏) → ℝ 

𝑓 ∈ 𝐶1(𝑎, 𝑏) 

𝑓′(𝑥) ≠ 0 

 הגדרה
𝑈, 𝑉 ⊂∘ ℝ𝑛 

:𝜑אומרים כי  𝑈 → 𝑉 𝐶𝑟-:דיפאומורפיזם אם 

1) 𝜑 " 1-1חח"ע" 

2) 𝜑  : על𝜑(𝑈) = 𝑉 

3) 𝜑 ∈ 𝐶𝑟(𝑉), 𝜑−1 ∈ 𝐶𝑟(𝑈) 

,𝑈אומרים כי  𝑉 𝐶𝑟-אם קיים  דיפאומורפים𝐶𝑟- 'ביניהם.דיפאו 

 הגדרה
𝐹, 𝐺 ⊂ ℝ𝑛  דיפאומורפים אם לכל𝑈, 𝑉 ⊂∘ ℝ𝑛 כך ש𝐹 ⊂ 𝑈, 𝐺 ⊂ 𝑉  קיימות𝑉0 ⊂∘ 𝑉, 𝑈0 ⊂∘ 𝑈  כך ש𝑉0~𝑈0 

(𝐹 ⊂ 𝑈0. 𝐺 ⊂ 𝑉0.) 

 משפט )על פונ' הפיכה(
𝑈, 𝑉 ⊂∘ ℝ𝑛, 𝑓: 𝑈 → 𝑉, 𝑓 ∈ 𝐶𝑟(𝑈), 𝑟 ≥ 1, 𝑎 ∈ 𝑈 

נניח כי 
∂(𝑓1,…,𝑓𝑛)

∂(𝑥1,…,𝑥𝑛)
(𝑎) ≠ 𝑎אז קיימות סביבות  0 ∈ 𝑈0, 𝑓(𝑎) = 𝑏 ∈ 𝑉0 :כך ש 

∀𝑦 ∈ 𝑉0∃! 𝑥 ∈ 𝑈0 ; 𝑥 = 𝜑(𝑦) = 𝑓−1(𝑦) 

𝑓−1 ∈ 𝐶𝑟(𝑉0), 𝑓−1: 𝑉0 → 𝑈0 

 הוכחה
𝑊 ≔ 𝑈 × 𝑉 

𝐹(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑦 − 𝑓(𝑥) 

𝐹: 𝑊 → ℝ𝑛 ; 𝐹 ∈ 𝐶𝑟(𝑊) 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 
∂(𝐹1, … , 𝐹𝑛)

∂(x1, … , 𝑥𝑛)
(𝑎, 𝑏) = −

∂(𝑓1, … , 𝑓𝑛)

∂(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
(𝑎) ≠ 0 

 לפי משפט על פונ' סתומה:

∃𝑈0
𝑎∈

, 𝑉0
𝑏∈

⊂∘ ℝ𝑛 ∶ ∀𝑦 ∈ 𝑉0∃! 𝑥 ∈ 𝑈0 ∶ 𝑦 − 𝑓(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑦 → 𝑥 = 𝑓−1(𝑦) ⇒ 𝑓−1𝐶𝑟(𝑉0) 
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 :1מסקנה 
𝑓 ∈ 𝐶𝑟(𝑈); 𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛 ; 𝑎 ∈ 𝑈 

∀𝑥 ∈ 𝑈 
∂(𝑓1,…,𝑓𝑛)

∂(𝑥1,…,𝑥𝑛)
(𝑥) ≠  ℝ𝑛קבוצה פתוחה ב 𝑓(𝑈) אזי  0

 הוכחה
𝑦0ניקח  ∈ 𝑓(𝑈)  אזי∃𝑥0 ∈ 𝑈 ∶ 𝑓(𝑥0) = 𝑦 

𝑥0∃לפי משפט על פונ' הפיכה :  ∈ 𝑈0 ⊂ 𝑈, 𝑦0 ∈ 𝑉0 ⊂ ℝ𝑛  כך שלכל𝑦 ∈ 𝑉0  קיים ויחיד 

𝑥 ∈ 𝑈0 ⊂ 𝑈: 𝑓(𝑥) = 𝑦  ולכן𝑦 ∈ 𝑓(𝑈)  אז𝑉0 ⊂ 𝑓(𝑈) 

𝑦0∀קיבלנו  ∈ 𝑓(𝑈)∃𝑉0 ⊂ ℝ𝑛 ∶ 𝑉0 ⊂ 𝑓(𝑈)  ולכן𝑓(𝑈) קבוצה פתוחה 

 :2מסקנה 

:𝑓אם  𝑈 → 𝑉 ∀𝑥 ∈ 𝑈:
𝜕(𝑓1,…,𝑓𝑛)

𝜕(𝑥1,..,𝑥𝑛)
(𝑥) ≠ 𝑎דיפאומורפיזם מקומי, כלומר לכל  𝑓אז  0 ∈ 𝑈, 𝑏 ∈ 𝑉  קיימות סביבות

𝑎 ∋ 𝑈𝑎, 𝑏 ∋ 𝑉𝑏 כך ש𝑓: 𝑈𝑎 → 𝑉𝑏  היא𝐶𝑟-.דיפאמורפיזם 

 דוגמא
∂(𝑓1, … , 𝑓𝑛)

∂(x1, . , , 𝑥𝑛)
(𝑥) ≠ 0 ⇏ 𝑓 דיפאומורפיזם 

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = (𝑒𝑥1 cos 𝑥2 , 𝑒𝑥1 sin 𝑥1) 
∂(𝑓1, 𝑓2)

∂(x1, 𝑥2)
= 𝑒2𝑥1 ≠ 0 

𝑓(𝑥1, 𝑥2 + 𝑘𝜏) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2 + 2𝑘𝜋) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2) 

 מטריצת יעקובי על פונ' הפוכה
𝑓: 𝑈 → 𝑉 

𝑓 ∈ 𝐶𝑟(𝑈); 𝑈, 𝑉 ⊂∘ ℝ𝑛 

𝑎 ∈ 𝑈, 𝑏 = 𝑓(𝑎) ;
∂(f1, . . , 𝑓𝑛)

𝜕(𝑥1, . . , 𝑥𝑛)
(𝑎) ≠ 0 

∃𝑓−1: 𝑉𝑏 → 𝑈𝑎 ; 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 

 כלל השרשרת
𝐽𝑓−1(𝑓(𝑎))𝐽𝑓(𝑎) = 𝐼 

𝐽𝑓−1(𝑏) = (𝐽𝑓(𝑎))
−1

 

𝑑𝑓−1(𝑓(𝑎)) ∘ 𝑑𝑓(𝑎) = 𝐼 

𝑑𝑓𝑏
−1 = (𝑑𝑓𝑎)−1  

𝜕(𝑓1
−1, … , 𝑓𝑛

−1)

𝜕(𝑦1, . . , 𝑦𝑛)
(𝑏) =

1

𝜕(𝑓!, … , 𝑓𝑛)
𝜕(𝑥1, … 𝑥𝑛)

(𝑎)
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 משפט
𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛 ; 𝑓: 𝑈 → ℝ𝑛 , 𝑓 ∈ 𝐶𝑟(𝑈), 𝑟 ≥ 1 

𝑥∀נניח כי  ∈ 𝑈
𝜕(𝑓1,..,𝑓𝑛)

𝜕(𝑥1,…,𝑥𝑛) 
(𝑥) ≠ 0 

 קבוצה פתוחה 𝑓(𝑈)אז 

:𝑓חח"ע אז  𝑓אם  𝑈 → 𝑓(𝑈)-𝐶𝑟-'דיפאו 

 תרגיל בסגנון מבחן
𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒2𝑦 + 𝑒2𝑧 

𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑧 

𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 − 𝑦  

𝑓: ℝ3 → ℝ3 

 יעקוביאן: (1

det (
0 2𝑒2𝑦 2𝑒2𝑧

2𝑒2𝑥 0 −2𝑒2𝑧

1 −1 0

) = −4𝑒2𝑦+2𝑧 − 4𝑒2𝑥+2𝑧 < 0 

2) 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥′, 𝑦′𝑧′)  : 

{
𝑒2𝑦 + 𝑒2𝑧 = 𝑒2𝑦′

+ 𝑒2𝑧′

𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑧 = 𝑒2𝑥′
− 𝑒2𝑧′

𝑥 − 𝑦 = 𝑥′ − 𝑦′

 

𝑒2𝑥 + 𝑒2𝑦 = 𝑒2𝑥′
+ 𝑒2𝑦′

⇒ 𝑒2𝑦(𝑒2𝑥−2𝑦 + 1) = 𝑒2𝑦′
(𝑒2𝑥′−2𝑦′

+ 1) ⇒ 𝑦 = 𝑦′ ⇒ 

𝑥 = 𝑥′, 𝑧 = 𝑧′  
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 ℝ𝑛משטחים דיפרנציאלים ב
 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 − 𝑐 =  ℝ2קו ב 0

{
𝑎11𝑥 + 𝑎12𝑦 + 𝑎13𝑧 = 𝑑1

𝑎21𝑥 + 𝑎21𝑦 + 𝑎23𝑧 = 𝑑2
𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑎𝑖𝑗)אם  ℝ3קו    = 2 

 הגדרה
Φ: 𝑈 → ℝ𝑚; 𝑈 ⊂∘ ℝ𝑛 ; 𝑚 ≤ 𝑛 

𝑎רגולרית בנקודה  Φאומרים כי  ∈ 𝑈  אם𝑟𝑎𝑛𝑘 (
∂Φ𝑖

∂𝑥𝑗
)

𝑖,𝑗=1

𝑚,𝑛

= 𝑚 .)!מקסימלי( 

𝑎 .נקודה רגולרית 

 הגדרה
𝑊 ⊂∘ ℝ𝑛 ; 𝐹: 𝑊 → ℝ𝑚, 𝑚 ≤ 𝑛, 𝐹 ∈ 𝐶𝑟(𝑊) 

𝑀הקבוצה  = {𝑥 ∈ 𝑊 ∶ 𝐹(𝑥) = 0} 𝐶𝑟-משטח אם כל נקודה ב𝑀  רגולרית או אם𝐹 רגולרית בW 

dim 𝑀 = 𝑛 − 𝑚 

𝑚 =  .Hyperspaceמשטח על  1

 דוגמאות
𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1 = 0} = 𝑆2 

𝑊 = ℝ3, 𝐹 ∈ 𝐶∞(𝑊) 

𝐽𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∇𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥, 2𝑦, 2𝑧) 

,𝑟𝑎𝑛𝑘𝐽𝐹(𝑥אם  𝑦, 𝑧) = 𝑥אזי  0 = 𝑦 = 𝑧 = ,𝑥)אבל  0 𝑦, 𝑧) ∉ 𝑆2  ולכן𝑆2-𝐶∞- .משטחDim 𝑆2 = 2 

 

 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

𝐽𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (
2𝑥 2𝑦 2𝑧
1    1    1

) 

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝐽𝐹 < 2 ⇒ (2𝑥, 2𝑦, 2𝑧) = 𝜆(1,1,1) ⇒ 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 =
𝜆

2
 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 ⇒ (0,0,0) ∉ 𝑀 

dim 𝑀 = 3 − 2 = 1 


