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 נביט בפונקציה  .1

𝑓(𝑥) = {

sin(𝑥2) − 𝑥2

𝑥6
𝑥 ≠ 0

−
1

6
𝑥 = 0

 

 .𝑓(𝑥)הטיילור סביב אפס המתכנס למצאו את טור   .א

sin(𝑥) = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

= 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
−
𝑥7

7!
+ ⋯ 

sin(𝑥2) = ∑
(−1)𝑛𝑥4𝑛+2

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

= 𝑥2 −
𝑥6

3!
+
𝑥10

5!
−
𝑥14

7!
+ ⋯ 

sin(𝑥2) − 𝑥2 = ∑
(−1)𝑛𝑥4𝑛+2

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=1

= −
𝑥6

3!
+
𝑥10

5!
−
𝑥14

7!
+ ⋯ 

𝑥עבור   ≠  ונקבל 𝑥6נחלק את שני הצדדים ב 0

sin(𝑥2) − 𝑥2

𝑥6
= ∑

(−1)𝑛𝑥4𝑛−4

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=1

= −
1

3!
+
𝑥4

5!
−
𝑥8

7!
+ ⋯ 

𝑥לבסוף נשים לב שעבור  = −ל  הטור שווה 0
1

6
𝑥כן סה"כ לכל ול  ∈ ℝ  מתקיים כי 

𝑓(𝑥) = ∑
(−1)𝑛𝑥4𝑛−4

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=1

 

 .𝑓(4)(0)שבו את ח .ב

הינו  𝑓טיילור המתכנס ל בטור 𝑥4המקדם של 
𝑓(4)(0)

4!
 

בטור הטיילור הוא   𝑥4של לפי החישובים בסעיף קודם, מצאנו כי המקדם 
1

5!
 

 ביחד

𝑓(4)(0) =
4!

5!
=
1

5
 

  



 ביט בסדרת הפונקציותנ .2

𝑓𝑛(𝑥) =
ln(𝑛 + 𝑥2)

𝑛
 

 . בכל הממשייםקבעו והוכיחו אם הסדרה מתכנסת במידה שווה  .א

 ראשית נשים לב כי 

lim
𝑡→∞

ln(𝑡 + 𝑎)

𝑡
= {

∞

∞
, 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} = lim

𝑡→∞

1
𝑡 + 𝑎
1

= {
1

∞
} = 0 

𝑥ולכן לכל   ∈ ℝ פונקצית הגבול הינה 

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

ln⁡(𝑛 + 𝑥2)

𝑛
= 0 

 כעת נחשב את סדרת החסמים

𝑑𝑛 = sup
𝑥∈ℝ

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = sup
𝑥∈ℝ

|
ln(𝑛 + 𝑥2)

𝑛
− 0| 

 ש  כעת, כיוון

lim
𝑥→∞

ln(𝑛 + 𝑥2)

𝑛
= ∞ 

𝑑𝑛מתקיים כי   =  כל הממשיים. ם אינה שואפת לאפס, וסדרת הפונקציות אינה מתכנסת במ"ש בולכן סדרת החסמי ∞

𝑓𝑛סדרת הנגזרות בעו והוכיחו אם ק .ב
′(𝑥) .מתכנסת במידה שווה בכל הממשיים 

𝑓𝑛
′(𝑥) =

1

𝑛
⋅

1

𝑛 + 𝑥2
⋅ 2𝑥 =

2𝑥

𝑛(𝑛 + 𝑥2)
 

 חשב את פונקצית הגבול של סדרת הנגזרותנ

lim
𝑛→∞

2𝑥

𝑛(𝑛 + 𝑥2)
= {

קבוע

∞
} = 0 

 ת החסמיםנחשב את סדר 

𝑑𝑛 = sup
𝑥∈ℝ

|
2𝑥

𝑛(𝑛 + 𝑥2)
− 0| 

י  נביט בביטו
2|𝑥|

𝑛+𝑥2
. 

|𝑥|כאשר   ≤  נקבל כי  1

2|𝑥|

𝑛 + 𝑥2
≤

2 ⋅ 1

𝑛 + 0
≤ 2 

|𝑥|כאשר   >  נקבל כי 1



2|𝑥|

𝑛 + 𝑥2
≤

2|𝑥|

0 + 𝑥2
=

2

|𝑥|
< 2 

𝑥לכן סה"כ לכל   ∈ ℝ  מתקיים כי 

2|𝑥|

𝑛 + 𝑥2
≤ 2 

 ולכן 

2|𝑥|

𝑛(𝑛 + 𝑥2)
≤
1

𝑛
 

 כלומר 

𝑑𝑛 ≤
1

𝑛
→ 0 

𝑑𝑛ולכן   →  ת במ"ש בכל הממשיים.מתכנסואכן סדרת הנגזרות  0

,𝑢(𝑥הי ת .3 𝑦) ונניח כי לכל פונקציה דיפרנציאבילית ,𝑦 >  מתקיים כי  0

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢 (
𝑥

𝑦
, 1) 

𝑦הוכיחו כי לכל   .א > ,𝑦2𝑢𝑦(𝑥מתקיים כי  0 𝑦) = −𝑥⁡𝑢𝑥 (
𝑥

𝑦
, 1) 

 𝑦נגזור את שני צידי המשוואה הנתונה לפי 

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑥 (
𝑥

𝑦
, 1) ⋅

−𝑥

𝑦2
+ 𝑢𝑦 (

𝑥

𝑦
, 1) ⋅ 0 

 ונקבל את מה שצריך להוכיח.  𝑦2נכפול ב 

𝑦וכיחו כי לכל  ה .ב > ,𝑦⁡𝑢𝑦(𝑥מתקיים כי   0 𝑦) + 𝑥⁡𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = 0 

 𝑥נגזור את שני צידי המשוואה הנתונה לפי 

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑢𝑥 (
𝑥

𝑦
, 1) ⋅

1

𝑦
+ 𝑢𝑦 (

𝑥

𝑦
, 1) ⋅ 0 

 ולכן 

𝑥⁡𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑦
𝑢𝑥 (

𝑥

𝑦
, 1) 

 ' א מסעיף

𝑦⁡𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = −
𝑥

𝑦
𝑢𝑥 (

𝑥

𝑦
, 1) 

,𝑥𝑢𝑥(𝑥כי תקיים מ ולכן אכן 𝑦) + 𝑦𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 0 



,𝑎היו פרמטרים  י .4 𝑏 ∈ ℝ  ותהי פונקציה𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 

,𝑎, הביעו תשובתכם באמצעות הפרמטרים (1,1)מצאו את משוואת המישור המשיק לגרף הפונקציה בנקודה  .א 𝑏. 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 𝑎 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = −2𝑦 + 𝑏 

𝑓(1,1) = 𝑎 + 𝑏 

𝑓𝑥(1,1) = 2 + 𝑎 

𝑓𝑦(1,1) = 𝑏 − 2 

 יק הינה ור המשישולכן סה"כ משוואת המ

𝑧 − (𝑎 + 𝑏) = (2 + 𝑎)(𝑥 − 1) + (𝑏 − 2)(𝑦 − 1) 

,𝑎צאו וסווגו את הנקודות החשודות לקיצון מקומי, הביעו תשובתכם באמצעות הפרמטרים מ .ב 𝑏. 

 אנט מתאפס.נחשב את הנקודות הקריטיות, כלומר הנקודות בהן הגרדי 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 0 

2𝑥 + 𝑎 = 0 

𝑥 = −
𝑎

2
 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 0 

−2𝑦 + 𝑏 = 0 

𝑦 =
𝑏

2
 

 ה הקריטית היחידה היא לכן הנקוד

(−
𝑎

2
,
𝑏

2
) 

 Δכעת נחשב את 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 2 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −2 

Δ(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) − 𝑓𝑥𝑦
2 (𝑥, 𝑦) = −4 − 02 < 0 

 לכן מדובר בנקודת אוכף. 



𝐷  התחום איה השל שהתחתית ת יום הולדת לנעם,עוג  טע הכינהנ .5 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}  

,𝑓(𝑥הוא   הוגובה  𝑦) = √1 − 𝑥2 − 𝑦2.  נעםעוגה של של השטח הפנים ואת הנפח מצאו את. 

 יון של ספירת היחידה, ובפרט אין לה קירות אלא רק רצפה ותקרה.ת החצי העלנשים לב כי העוגה הינה בצור 

 .𝜋שטח הרצפה הוא שטח מעגל היחידה, והוא כמובן שווה ל

 חצי שטח הפנים של ספירת היחידה. וא נחשב את שטח התקרה, שה

 בקואורדינטות כדוריות 𝑀ניקח פרמטריזציה של התקרה 

𝑠(𝜃, 𝜑) = (sin(𝜃) cos(𝜑) , sin(𝜃) sin(𝜑) , cos(𝜃)) 

𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
] 

𝜑 ∈ [0,2𝜋] 

 1של הפונקציה הקבועה  שטח הפנים של המשטח הוא האינטגרל המשטחי מסוג ראשון 

∬ 1𝑑𝑆
𝑀

= ∫ (∫ 1 ⋅ |𝑠𝜃 × 𝑠𝜑|𝑑𝜃

𝜋
2

0

)𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 תאת המכפלה הוקטורי נחשב 

𝑠𝜃 × 𝑠𝜑 = det(

𝑖 𝑗 𝑘

cos(𝜃) cos(𝜑) cos(𝜃) sin(𝜑) − sin(𝜃)

− sin(𝜃) sin(𝜑) sin(θ) cos(𝜑) 0
) = 

= (sin2(𝜃) cos(𝜑) , sin2(𝜃) sin(𝜑) , cos2(𝜑) cos(𝜃) sin(𝜃) + sin2(𝜑) cos(𝜃) sin(𝜃)) = 

= (sin2(𝜃) cos(𝜑) , sin2(𝜃) sin(𝜑) , cos(𝜃) sin(𝜃)) 

 ולכן 

|𝑠𝜃 × 𝑠𝜑| = √sin4(𝜃) cos2(𝜑) + sin4(𝜃) sin2(𝜑) + cos2(𝜃) sin2(𝜃) = 

= √sin4(𝜃) + cos2(𝜃) sin2(𝜃) = √sin2(𝜃) (sin2(𝜃) + cos2(𝜃)) = sin(𝜃) 

,0]סינוס חיובית בתחום הערה: 
𝜋

2
]. 

 לכן סה"כ שטח התקרה הוא 

∫ (∫ sin(𝜃) 𝑑𝜃

𝜋
2

0

)𝑑𝜑
2𝜋

0

= ∫ ([− cos(𝜃)]0

𝜋
2)𝑑𝜑

2𝜋

0

= ∫ 1𝑑𝜑
2𝜋

0

= 2𝜋 

 .3𝜋שטח הפנים של העוגה הוא  סה"כ 

 



 של החצי העליון של ספירת היחידה. כעת נחשב את נפח העוגה, כלומר הנפח

 על מנת לקבל את נפחה. 1של הפונקציה הקבועה   לש על תחום העוגהשואפשר לחשב את האינטגרל המ

𝑉 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦)} 

 כדוריות כמובן שמוטב לנו לעבור לקואורדינטות 

∭1𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∫ (∫ (∫ 1 ⋅ 𝑟2 sin(𝜃) 𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃

𝜋
2

0

)𝑑𝜑
2𝜋

0

= 

= ∫ (∫ (sin(𝜃) ⋅
1

3
) 𝑑𝜃

𝜋
2

0

)𝑑𝜑
2𝜋

0

= 

= ∫ ([−
1

3
cos(𝜃)]

0

𝜋
2
)𝑑𝜑

2𝜋

0

= 

= ∫
1

3
𝑑𝜑

2𝜋

0

=
2𝜋

3
 

 את שטח הפנים העליון של העוגה של נעם:  𝑀נסמן ב  .6

𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3|𝑧 = √1 − 𝑥2 − 𝑦2} 

 לכבות את הנרות שעל העוגה, עוצמת לחץ האוויר שיצרה מתואר על ידי השדה הוקטורי  שאפה לקראת הנשיפהנעם 

𝐹⃗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1 − 𝑧)𝑖̂ + (1 − 𝑧)𝑗̂ + (1 − 𝑧)𝑘̂ 

 חשבו את השטף של האוויר שפגע בעוגה, כלומר את האינטגרל המשטחי מסוג שני 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

 

 מכוון כלפי פנים העוגה.  𝑛̂כאשר הנורמל  

 רך ראשונה: ד

 נעזר במשפט גאוס )הדיברגנץ( 

 החצי העליון של הספירה בעזרת משטח הרצפהנשלים את המשטח לשפה 

𝑁 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑥 = 0} 

 ון ע"י הפרמטריזציה הנת

𝑞⃗(𝑟, 𝜃) = (𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃) , 0) 

𝑟 ∈ [0,1] 

𝜃 ∈ [0,2𝜋] 



𝑀ר שווה לאש ,𝑉שפת חצי הספירה  על  המשטחי מסוג שני לפי גאוס האינטגרל  ∪ 𝑁   חוץ הספירה שווה  עם הנורמלי מכוון כלפי

 שדה: של ה הדיברגנץ של 𝑉ל לאינטגרל המשולש ע

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀∪𝑁

=∭∇⃗⃗⃗ ⋅ 𝐹⃗𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 

 כעת

∇⃗⃗⃗ ⋅ 𝐹⃗ = (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
) (1 − 𝑧, 1 − 𝑧, 1 − 𝑧) = 0 + 0 − 1⁡ 

   וביחד

∭∇⃗⃗⃗ ⋅ 𝐹⃗𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= −∭1𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 

 עוגה שחשבנו בשאלה קודמת, כלומר שזה מינוס נפח ה

∭∇⃗⃗⃗ ⋅ 𝐹⃗𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= −
2𝜋

3
 

 כעת

−
2𝜋

3
=∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆

𝑀∪𝑁

=∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

+∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑁

 

 ניינים בו הוא שאנו מעו כאשר האינטגרל

−∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀∪𝑁

=
2𝜋

3
+∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆

𝑁

 

 רמל מכוון כלפי חוץ( התבקשנו למצוא את השטח בכיוון פנים העוגה, ואילו במשפט גאוס הנחנו כי הנו)זכרו כי בשאלה 

∬לפיכך נותר לנו לחשב את  𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑁

 בכיוון שלילי(.  𝑧כאשר הנורמל מכוון כלפי חוץ העוגה )ציר   

∬𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑁

= או⁡+) −)∫ (∫ 𝐹⃗(𝑞⃗(𝑟, 𝜃)) ⋅ (𝑞⃗𝑟 × 𝑞⃗𝜃)𝑑𝜃
2𝜋

0

)𝑑𝑟
1

0

 

𝑞⃗𝑟 × 𝑞⃗𝜃 = det(

𝑖 𝑗 𝑘

cos(𝜃) sin(𝜃) 0
−𝑟 sin(𝜃) 𝑟 cos(𝜃) 0

) = (0,0, 𝑟) 

𝑟ן ש כיוו >  הנורמל הוא המינוס של המכפלה הוקטורית ונקבל כי  0

∬𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑁

= ∫ (∫ 𝐹⃗(𝑞⃗(𝑟, 𝜃)) ⋅ (0,0, −𝑟)𝑑𝜃
2𝜋

0

)𝑑𝑟
1

0

 

 כמו כן 

𝐹⃗(𝑞⃗(𝑟, 𝜃)) = 𝐹⃗(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃) , 0) = (1,1,1) 



 לכן ו

∬𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑁

= ∫ (∫ −𝑟𝑑𝜃
2𝜋

0

)𝑑𝑟
1

0

= −2𝜋∫ 𝑟𝑑𝑟
1

0

= −2𝜋 [
𝑟2

2
]
0

1

= −𝜋 

 ולכן סה"כ התשובה היא 

−∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀∪𝑁

=
2𝜋

3
− 𝜋 = −

𝜋

3
 

 דרך שנייה:

 בשאלה קודמת  שהצגנונחשב ישירות את האינטגרל, כאשר נשתמש בפרמטריזציה של המשטח 

𝑠(𝜃, 𝜑) = (sin(𝜃) cos(𝜑) , sin(𝜃) sin(𝜑) , cos(𝜃)) 

𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
] 

𝜑 ∈ [0,2𝜋] 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= ±∫ (∫ 𝐹⃗(𝑠(𝜃, 𝜑)) ⋅ (𝑠𝜃 × 𝑠𝜑)𝑑𝜃

𝜋
2

0

)𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 חשבנו את המכפלה הוקטורית בשאלה קודמת

𝑠𝜃 × 𝑠𝜑 = (sin2(𝜃) cos(𝜑) , sin2(𝜃) sin(𝜑) , cos(𝜃) sin(𝜃)) 

cos(𝜃)כיוון ש  sin(𝜃) =
1

2
sin(2𝜃)  חיובי בתחום𝜃 ∈ [0,

𝜋

2
כלפי של הנורמל )הרי בקשו נורמל אנחנו צריכים לקחת את המינוס  [

 פנים העוגה(. 

 כעת

𝐹⃗(𝑠(𝜃, 𝜑)) = 𝐹⃗(sin(𝜃) cos(𝜑) , sin(𝜃) sin(𝜑) , cos(𝜃)) = (1 − cos(𝜃) , 1 − cos(𝜃) , 1 − cos(𝜃)) 

 ולכן 

𝐹⃗(𝑠(𝜃, 𝜑)) ⋅ (𝑠𝜃 × 𝑠𝜑) = (1 − cos(𝜃)) ⋅ (1,1,1) ⋅ (sin2(𝜃) cos(𝜑) , sin2(𝜃) sin(𝜑) , cos(𝜃) sin(𝜃)) = 

= (1 − cos(𝜃))[sin2(𝜃) (cos(𝜑) + sin(𝜑)) + cos(𝜃) sin(𝜃)] 

 ביחד נקבל כי 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= −∫ (∫ (1 − cos(𝜃))[sin2(𝜃) (cos(𝜑) + sin(𝜑)) + cos(𝜃) sin(𝜃)]𝑑𝜃

𝜋
2

0

)𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 נשים לב כי 



∫ [cos(𝜑) + sin(𝜑)]𝑑𝜑
2𝜋

0

= [sin(𝜑) − cos(𝜑)]0
2𝜋 = 0 

 ולכן 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= −∫ (∫ (1 − cos(𝜃))[cos(𝜃) sin(𝜃)]𝑑𝜃

𝜋
2

0

)𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 

 : הפנימינחשב את האינטגרל 

∫ (1 − cos(𝜃))[cos(𝜃) sin(𝜃)]𝑑𝜃

𝜋
2

0

= {
𝑡 = cos(𝜃)

𝑑𝑡 = −sin(𝜃)
} = −∫ 𝑡(1 − 𝑡)𝑑𝑡

0

1

= ∫ (𝑡 − 𝑡2)𝑑𝑡
1

0

= 

= [
𝑡2

2
−
𝑡3

3
]
0

1

=
1

2
−
1

3
=
1

6
 

 ולכן סה"כ נקבל

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= −∫
1

6
𝑑𝜑

2𝜋

0

= −
2𝜋

6
= −

𝜋

3
 

 

 

 


