
  2 תרגיל כיתה – 2אלגברה מופשטת 

  .פמן'ר אפי כהן ואדם צ"ד: מתרגלים

  

  טענה

  . הוא שדהDהמרכז של חוג עם חילוק 

  הוכחה

Dולכן קיים ב ,  הוא חוג עם חילוקD 1 איבר יחידה שנסמנו בD
xלכל .  D∈ מתקיים 

1 1D Dx x x= ⋅ = )א " ז⋅ )1D Z D∈ .  

)מכיוון ש  )Z D חוג קומוטטיבי מספיק להראות שלכל ( )0 x Z D≠ ) קיים ∋ )1
x Z D

− ∈.  

) חוג עם חילוק נקבל שאם Dמכיוון ש  )0 x Z D D≠ ∈ 1 קיים ⊇
x D

− ∈.  

dיהי  D∈   

( ) ( )1 1
1 1 1 1x d d x xd dx

− −− − − −= = )א " ז= )1
x Z D

− ∈.  

d חוג עם חילוק ולכן קיים ל  D-השוויון הראשון  • D∈ 1 איבר הופכי
d D

− ∈ .

)ובנוסף  )( )1 1
1

D
x d d x− − =. 

) -השוויון השני  • )x Z D∈ ולכן לכל y D∈ מתקיים yx xy= 1 ובפרט 1
d x xd

− −=. 

 . דומה מאוד להוכחה עבור השוויון הראשון–שלישי השוויון ה •

  דוגמאות

,הקבוצה  .1
a b

H a b
b a

   
= ∈  

−   
) היא תת חוג של � )2

M  הוא חוג עם Hהחוג . �

 .חילוק שאינו קומוטטיבי

 -חוג עם חילוק  •
1 0

0 1
H

 
∈ 

 
det ובנוסף  0 0

a b
aa bb a b

b a

 
= + = ↔ = = 

− 
. 

 -אינו קומוטטיבי  •
0 0 0 0

0 0 0 0

i i i i

i i i i

       
⋅ ≠ ⋅       − −       

. 



  :שימו לב שמתקיים. חוג זה נקרא חוג הקווטרניונים

אם נסמן  •
1 0 0 0 1 0

1 , , ,
0 1 0 1 0 0

i i
i j k

i i

       
= = = =       − −       

 אז 

{ }1, , ,H span i j k=
�

) ומתקיים  ) { }1Z H span=
�
� �. 

• 2 2 2
1,i j k i j j i= = = − ⋅ = − ⋅  

) שדה כך ש Fיהי  .2 ) 2char F ≠ ,a F∈ כך ש ( )2
*

a F∉ . 

}נסמן  },K F a a Fα β α β = = + ∈  אז ניתן לבדוק ש Kשדה .  

*נניח עתה שקיים 
b F∈ 2 כך ש 2

b u av≠ u, לכל − v F∈ .  

Fלמשל ( =� 2, 5a b= − = −.(  

xנסמן עבור  aα β= + ,x aα β= ) יהי − )2
,

x y
A x y K M K

b y x

   
= ∈ ⊂  

   
.  

  טענה

Aחוג עם חילוק לא קומוטטיבי .  

  הוכחה

) תת חוג של Aנוכיח ש  )2
M K .A מיידי– סגור להפרש  .  

  :נראה סגירות עבור מכפלה

 
x y z w xz bwy xw yz

A
b y x bw z b yz xbw b yw xz

    + +
= ∈     + +    

  

 : לא קומוטטיביתAנראה ש 
0 1 0 0 0 1

0 00 0

a a

b ba a

      
⋅ ≠         − −      

.  

0מספיק להראות שלכל . יש הופכיAנוכיח שלכל איבר ב  T A≠ ) מתקיים ∋ )det 0T ≠ .

)נניח ש  )det 0T 0T ונוכיח ש = =.  

det 0
x y

xx by y xx by y
by x

 
= − = ↔ = 

 
.  

0y אם 2 אז = 2
0 0 0xx aα β α β= ↔ − = ↔ =   . ולכן נקבל את מטריצת האפס=



0yאם   אז ≠
xx

b
y y

 נסמן =
x

u v a
y

= u, כך ש + v F∈ ואז 
x

u v a
y

=   )חישבו למה (−

2א "ז 2b u v a= 2 בסתירה להנחה ש − 2b u v a≠ −.  

  הגדרה

S,יהיו R חוגים נאמר כי : R Sϕ   : הומומורפיזים של חוגים אם מתקיים→

• ( ) ( ) ( )1 2 1 2
r r r rϕ ϕ ϕ⋅ = ⋅. 

• ( ) ( ) ( )1 2 1 2
r r r rϕ ϕ ϕ+ = +. 

)ם אם במוסף מתקיי • ) ( )1 1R Sϕ ϕ=נאמר שההומומופיזים יוניטרי . 

  דוגמאות

): הומומורפיזם האפס .1 ) 0xϕ x לכל = R∈.  

2. : nϕ →� ) �∋m כך שלכל � ) ( )modm m nϕ  .פיזים על וזאת דוגמא להומומור=

) תת חוג המטריצות האלכסוניות ב Aיהי  .3 )RM
2

AA ונגדיר  →:ϕי "ע
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ϕϕורפיזים אבל עבור ההומ Im: →A כאשר 
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4. CC →:ϕ י "המוגדר ע( ) zz =ϕע ועל" הוא הומומורפיזים חח. 

5. HH →:ϕ י "המוגדר ע( ) dkcjbiadkcjbia −−−=+++ϕ הוא אנטי 

Hyxכי לכל  יזיםהומומורפ ) מתקיים ,∋ ) ( ) ( )yxyx ϕϕϕ  ו +=+

( ) ( ) ( )xyyx ϕϕϕ ⋅=⋅.  

  הגדרה

  .הומומורפיזם על נקרא אפימורפיזם

  .ע ועל נקרא איזומורפיזם"הומומורפיזם חח

  טענה

S,יהיו  R  חוגים עם יחידה ותהיי : R Sϕ )אזי .  אפימורפיזם→ )1 1R Sϕ =.  

  הוכחה

ϕ על ולכן לכל a S∈ קיים b R∈ כך ש ( )b aϕ =.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1R R Ra b b b aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = ⋅ = ⋅ = a קיבלנו שלכל ⋅ S∈ ( )1Ra a ϕ= א " ז⋅

( )1 1R Sϕ =.  

  תרגיל

ϕ:יהי  →� ) הומומורפיזם כך ש � )1 1ϕ : אזי = idϕ =.  

  הוכחה

). �∋nיהי  ) ( ) ( )1 ... 1 1 ... 1 1 ... 1
n timesn times n times

n nϕ ϕ ϕ ϕ
−− − = + + = + + = + + = 

 
.  

)לכל הומומורפיזם מתקיים  )0 0ϕ   : ן הבאניתן להוכיח באופ. =

)לכן   )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 1 1 1 1 1ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + − = + − = + − → − = −  

)ולכן  )n nϕ − =    נקבל�∋mעבור . �∋n לכל −

( ) ( )1 1 1 1 1
1 1 m m m

m m m m m
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ       = = ⋅ = ⋅ = ⋅ → =       

       
  

)ולכן  ) 1 1n n
n n

m m m m
ϕ ϕ ϕ   = ⋅ = ⋅ =   

   
.  



  

  הערה

:: למשל. ל אינו בהכרח נכון עבור שדות אחרים"התרגיל הנ 2 2ϕ    →   �  כך ש �

( )2 2a b a bϕ + = ) הוא איזומורפיזם כך ש − )1 1ϕ idϕ אבל = ≠.  

  תרגיל

]הוכיחו ש .  חוג עם יחידהRיהי  ]( ) ( )[ ]n n
M R x M R x≅.  

  פתרון

א קשה ולכן ניתן לתת נראה לי שהפתרון ארוך אבל ל, בדף שנשלח יש רק דוגמה

  .כתרגיל בית

  הגדרה

:יהי  R Sϕ   .  הומומורפיזם→

)י " עϕנסמן את התמונה של  ){ }Im :x x R Sϕ ϕ= ∈   .S תת חוג של ⊃

)י " עϕנסמן את הגרעין של   ){ }: 0Ker x R x Rϕ ϕ= ∈ = ⊂.  

0ϕנשים לב שאם  1 אז ≠
R

Kerϕ∉)  1אם קיים
R

:מכיוון שעבור )  ImRϕ ϕ→ נקבל ש 

( )1 1
R S

ϕ =.  

Kerϕהוא תת מרחב חיבורית  :  

a,אם   b Kerϕ∈ אז 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0a b a b a b a b Kerϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = → − = − = − = → − ∈.  

a,אם  Ker r Rϕ∈ ∈ ( ) ( ) ( ) 0r a r aϕ ϕ ϕ⋅ = ⋅ = .,r a a r Kerϕ⋅ ⋅ ∈.  

  הגדרה

I,  חוגRיהי  R⊂נאמר ש .  תת קבוצהIאידיאל או אידיאל דו צדדי אם :  

1. Iתת חבורה חיבורית . 

i,לכל  .2 I r R∈ i, מתקיים ∋ r r i I⋅ ⋅ ∈. 

Iנסמן  R�.  



Iהוא אידיאל ימני אם :  

1. Iתת חבורה חיבורית . 

i,לכל  .2 I r R∈ i מתקיים ∋ r I⋅ ∈. 

Iהוא אידיאל ימני אם :  

1. Iתת חבורה חיבורית . 

i,לכל  .2 I r R∈ r מתקיים ∋ i I⋅ ∈. 

  הערה

  .בחוג קומוטטיבי נקבל ש אידיאל ימני שווה לאידיאל שמאלי שווה לאידיאל דו צדדי

  דוגמאות

:ורפיזם לכל הומומ .1 R Sϕ → , Kerϕ הוא אידיאל של R.  

m, מכיוון שלכל �n הם מהצורה �האידיאלים היחידים של  .2 a n∈ ∈�  �∋b קיים �

aכך ש  nb= ואז ( ) ( )m a m nb n mb n⋅ = ⋅ = ⋅ ∈ �. 

xיהי  .3 R∈ אז הקבוצה { }:Rx r x r R= ⋅ aאם .  היא אידיאל שמאלי∋ Rx∈ אז קיים 

r R∈ כך ש a r x= sיהי . ⋅ R∈ ( ) ( )s a s r x s r x Rx⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ∈. 

  3דוגמה לסעיף 

)יהי  )2
R M= � ,

12

0 1

0 0
e

 
=  
 

 אז 

12

0 1 0 0
Re : ,

0 0 0 0

a b a a
I a c

c d c c

          
= = ⋅ = = ∈          

          
 זהו אידיאל שמאלי �

שאינו ימני מכיוון ש 
0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0
I

     
⋅ = ∉     

     
.  

:ובאותו אופן  ,
0 0

c a
I a c

  
= ∈  

  
) הוא אידיאל ימני שאינו שמאלי של � )2

M �. 

}יהי  .4 }5 5 : ,R a b a b = = + ∈ � � .{ }: 5 : 5 ,I a b a b= + ∈ ∈� I אז � R�. 

  4הוכחה לסעיף 

I חישבו למה( תת חבורה חיבורית (  



( )( ) ( ) ( )5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5c d n m nc md nd mc nc md nd mc I+ + = + + + = + + + ∈

I קומוטטיבי נקבל ש Rמכיוון ש  R�. 

)יהי  .5 )n
A M R⊂)1n  הוא חוג עם Aאז , קבוצת המטריצות המשולשיות עליונות) <

יחידה 

1 . . . 0

. . .

. . .

. . .

0 . . . 1

 
 
 
 
 
 
 
 

Iתהיי  .  A⊂ קבוצת המטריצות המשולשיות עליונות עם 

)א אם " ז–אפסים באלכסון  )ij
Iα 1 אז לכל ∋ i n≤ ≤ 0

ii
α Iאז . = A�)  אפשר

 )לתת להוכיח בתרגיל בית

  תרגיל

יהי 
22

0 0 0

0 1 0

0 0 0

e A

 
 = ∈ 
 
 

הוכיחו . 
22

e Aהוא אידיאל ימני שאינו אידיאל שמאלי .  

  פתרון

 . את התרגיל הזה בתרגיל ביתאפשר לתת,  זהה לתרגיל3דוגמה 

 


