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 11הרצאה 
{
𝐹1(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 0

⋮
𝐹𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) = 0

 

 מקרה לינארי

{
𝑎11𝑥1 +⋯+ 𝑎1𝑛 + 𝑏11𝑦1 +⋯+ 𝑏1𝑚𝑦𝑚 = 0

⋮
𝑎𝑚1𝑥1 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 + 𝑏𝑚1𝑦1 +⋯+ 𝑏𝑚𝑚𝑦𝑚 = 0

⇒ 𝑗 = 1…𝑚:𝑦𝑗 = 𝜑(𝑥1, … , 𝑥𝑚) ליניאריות 

det(𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1
𝑛

≠ 0 

 משפט על פונ' סתומה כללית

 משפט
𝕎 תהי ⊂∘ ℝ𝑛+𝑚 = ℝ𝑛

𝑥∈
×ℝ𝑚

𝑦∈
 

(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ𝑛+𝑚 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑦 ∈ ℝ𝑚 

𝐹:𝕎תהי  → ℝ𝑚; 𝐹 ∈ 𝐶𝑟(𝕎), 𝑟 ≥ 1 

,𝑎)( תהי 1 𝑏) ∈ 𝕎 כך ש𝐹(𝑎, 𝑏) = 0 

)det( נניח כי 2

𝜕𝐹1

𝜕𝑦1
(𝑎, 𝑏)…

𝜕𝐹1

𝜕𝑦𝑚
(𝑎, 𝑏)

………………… .
𝜕𝐹𝑚

𝜕𝑦1
(𝑎, 𝑏)…

𝜕𝐹𝑚

𝜕𝑦𝑚
(𝑎, 𝑏)

) ≠ 0 

𝑈אזי קיימות סביבות  ∋ 𝑎, 𝑉 ∋ 𝑏  ש כך∀𝑥 ∈ 𝑈 ∃! 𝑦 ∈ 𝑉 ∶ 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑦הפונקציה  ≔ 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈;𝜑 ∈ 𝐶𝑟(𝑈) 

 הסבר
𝑀 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝕎 ∶ 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 } 

det(
𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑦𝑗

(𝑎, 𝑏))

𝑖,𝑗=1

𝑚

≠ 0 

,𝑈∃אזי  𝑉 כך ש𝑀 ∩ (𝑈 × 𝑉)  גרף של𝑦 = 𝜑(𝑥) 

𝑚לדוגמא עבור  = 1 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 = 0 

𝑥 = 𝑎 ≠ 0 ⇒ 𝑦 = 0;
𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 𝑥 

𝑥כלומר המשפט לא מתקיים עבור  = 0. 

,𝐹(𝑥או לדוגמא  𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 − 1 = 0 

בחיתוך עם צירים אין גרף אפשרי כי לא יודעים האם לשייך לפונקציה העליונה או התחתונה, 
𝜕F

𝜕𝑦
(±1,0) = 0 
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 סימון
𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛 

𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖𝑎𝑛 − det 𝐽𝑓(𝑥) ;   𝑓: 𝑈 → ℝ𝑛 

𝜕(𝑓1, … , 𝑓𝑛)

𝜕(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
(𝑥) ≔ det(

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗
)
𝑖,𝑗=1

𝑛

= det 𝐽𝑓(𝑥) 

 כך: 2ניתן לרשום את תנאי 

2 )
𝜕(𝐹1,…,𝐹𝑚)

𝜕(𝑥1,…,𝑥𝑚)
(𝑎, 𝑏) ≠ 0 

 הוכחה של המשפט
  𝑚אינדוקציה לגבי 

𝑚 = −𝑚הוכחנו, נניח כי המשפט נכון עבור  1 1 

det

(

 
 

𝜕𝐹1
𝜕𝑦1

(𝑎, 𝑏)…
𝜕𝐹1
𝜕𝑦𝑚

(𝑎, 𝑏)

………………… .
𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑦1

(𝑎, 𝑏)…
𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑦𝑚

(𝑎, 𝑏)
)

 
 
≠ 0 

WLOG : Δ𝑚−1 ≠ 0 

det

(

 
 

𝜕𝐹1
𝜕𝑦1

(𝑎, 𝑏)…
𝜕𝐹1
𝜕𝑦𝑚−1

(𝑎, 𝑏)

………………… .
𝜕𝐹𝑚−1
𝜕𝑦1

(𝑎, 𝑏)…
𝜕𝐹𝑚−1
𝜕𝑦𝑚 − 1

(𝑎, 𝑏)
)

 
 
≠ 0 

 מערכת:

{

F1 (𝑥1, … , 𝑥𝑛⏟    , 𝑦1, … , 𝑦𝑚−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑦𝑚⏟) = 0

⋮

𝐹𝑚−1 (𝑥1, … , 𝑥𝑛⏟    , 𝑦1, … , 𝑦𝑚−1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑦𝑚⏟) = 0

 

𝜕(𝐹1, … , 𝐹𝑚−1)

𝜕(𝑦1, . . , 𝑦𝑚−1)
(𝑎, 𝑏) ≠ 0 

 לפי הנחה של אינדוקציה

∃𝑈 ∋ (𝑎, 𝑏𝑚), 𝑉 ∋ (𝑏1, … , 𝑏𝑚−1)  :כך ש 

{
𝑦1 = 𝜑1(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑚)

⋮
𝑦𝑚−1 = 𝜑𝑚−1(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑚)

 

(𝑥, 𝑦𝑚) ∈ 𝑈 , 𝑦
′ ≔ (𝑦1, … , 𝑦𝑚−1) ∈ 𝑉 

𝜑𝑗 ∈ 𝐶
𝑟(𝑈) 

𝐹𝑗(𝑥, 𝜑1(𝑥, 𝑦𝑚),…𝜑𝑚−1(𝑥, 𝑦𝑚), 𝑦𝑚) = 0; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1    ;    (𝑥, 𝑦𝑚) ∈ 𝑈 

𝜕

𝜕𝑦𝑚
: (∗)

𝜕𝐹𝑗

𝜕𝑦1
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝜑1
𝑦𝑚

(𝑎, 𝑏𝑚) + ⋯+
𝜕𝐹𝑗

𝜕𝑦𝑚−1 
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝜑𝑚−1
𝑦𝑚

(𝑎, 𝑏𝑚) +
𝜕𝐹𝑗

𝜕𝑦𝑚
(𝑎, 𝑏) = 0  

 נתבונן במשוואה

𝐺(𝑥, 𝑦𝑚) = 𝐹𝑚(𝑥, 𝜑1(𝑥, 𝑦𝑚),…𝜑𝑚−1(𝑥, 𝑦𝑚), 𝑦𝑚) 

𝐺 =  משוואה! 0
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𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

1 )0 = 𝐹𝑚(𝑎, 𝑏) = 𝐹𝑚(𝑎, 𝜑1(𝑎, 𝑏𝑚),… , 𝜑𝑚−1(𝑎, 𝑏𝑚), 𝑏𝑚) = 𝐹(𝑎, 𝑏1, … , 𝑏𝑚−1, 𝑏𝑚) = 𝐺(𝑎, 𝑏𝑚) =

0 

2 )
𝜕𝐺

𝜕𝑦𝑚
(𝑎, 𝑏𝑚) ≠

?
0 

ניח כי נ
𝜕𝐺

𝜕𝑦𝑚
(𝑎, 𝑏𝑚) = 0 

(∗∗) 0 =
𝜕𝐺

𝜕𝑦𝑚
(𝑎, 𝑏𝑚) =

𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑦1

(𝑎, 𝑏)
𝜕𝜑1
𝜕𝑦𝑚

(𝑎, 𝑏𝑚) +⋯+
𝜕𝐹𝑚
𝜕𝑦𝑚−1 

(𝑎, 𝑏)
𝜕𝜑𝑚−1
𝜕𝑦𝑚

(𝑎, 𝑏𝑚)  

 :(**),(*)וקטורית, לפי בצורה 

𝜕𝐹

𝜕𝑦1
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝜑1
𝜕𝑦𝑚

(𝑎, 𝑏𝑚) + ⋯+
𝜕𝐹

𝜕𝑦𝑚−1
(𝑎, 𝑏)

𝜕𝜑𝑚−1
𝜕𝑦𝑚

(𝑎, 𝑏𝑚) +
∂𝐹

∂ym
(𝑎, 𝑏)

1=מקדם

= 0 ⇒
𝜕(𝐹1, . . , 𝐹𝑚)

𝜕(𝑦1, . . , 𝑦𝑚)

= 0 −  סתירה

𝜕𝐺

𝜕𝑦𝑚
(𝑎, 𝑏𝑚) ≠ 0 

𝐺(𝑎, 𝑏𝑚) = 𝑚לפי משפט למקרה   0 = 1 

𝐹𝑚(𝑥, 𝜑1(𝑥, 𝑦𝑚),… , 𝜑𝑚−1(𝑥, 𝑦𝑚), 𝑦𝑚) = 0 = 𝐺(𝑥, 𝑦𝑚) ⇒ 𝑦𝑚 = 𝜑𝑚(𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝑈𝑎, 𝑦 ∈ 𝑉𝑏 

∃𝑈𝑎
′ , 𝑉𝑏

′ ∶

{
 

 
𝑦1 = 𝜑1(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑚) = 𝜑1(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜑𝑚(𝑥1, . . , 𝑥𝑛))

⋮
𝑦𝑚−1 = 𝜑𝑚−1(𝑥1, . . , 𝑥𝑛, 𝜑𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛))

𝑦𝑚 = 𝜑𝑚(𝑥1, . . , 𝑥𝑛)

 

𝑈𝑎בסביבה 
′ × 𝑉𝑏

′ ∋ (𝑎, 𝑏) 

Ψ(𝑥) ∶  {

𝑦1 = Ψ1(𝑥1, . . , 𝑥𝑛)
…

𝑦𝑚−1 = Ψ𝑚−1(𝑥1, . . , 𝑥𝑛)

𝑦𝑚 = 𝜑𝑚(𝑥1, . . , 𝑥𝑛)

 ⇒ 𝑦 = Ψ(𝑥) ∶ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝑎
′ × 𝑉𝑏

′ 

 תרגילים

1) {
𝑥𝑒𝑢+𝑣 + 2𝑢𝑣 = 1

𝑦𝑒𝑢−𝑣 −
𝑢

1+𝑣
= 2𝑥 

𝑢הוכח כי  = 𝑢(𝑥, 𝑦) , 𝑣 = (𝑥, 𝑦), 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞  כך ש𝑢(1,2) = 𝑣(1,2) = 0 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈(1,2) ; (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉(0,0)    ;   𝑎 = (1,2)   𝑏 = (0,0) 

}  (א
1𝑒0+0 + 2 ∗ 0 ∗ 0 = 0

2𝑒0−0 −
0

1+0
= 2

⇒ 𝐹(𝑎, 𝑏) = 0 

 (ב
∂(F1,𝐹2)

∂(x1,𝑥2)
(1,2,0,0) = det (

𝑥𝑒𝑢+𝑣 + 2𝑣 𝑥𝑒𝑢+𝑣 + 2𝑢

𝑦𝑒𝑢−𝑣 −
1

1+𝑣
−𝑦𝑒𝑢−𝑣 +

𝑢

(1+𝑣)2
) |𝑥=1
𝑦=2
𝑢=0
𝑣=0

= |
1     1
1 − 2

| =

−3 ≠ 0 

 אין פתרון אנליטי אבל יש פתרון.

 מה אם הנגזרות?

,𝐹(𝑥לפי המשפט הכללי  𝑦) = 0 , 𝑦 = 𝜑(𝑥) ⇒ 𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) ≡ 0 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 

 כלל שרשרת:
𝑑𝐹𝑥(𝑥, 𝜑(𝑥)) + 𝑑𝐹𝑦(𝑥, 𝜑(𝑥)) ∘ 𝑑𝜑𝑥(𝑥) ≡ 0 
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𝑑𝜑𝑥(𝑥) = −[𝑑𝐹𝑦(𝑥, 𝜑(𝑥))]
−1
∘ 𝑑𝐹𝑥(𝑥, 𝜑(𝑥)) 

𝐽𝜑(𝑥) = −[𝐽𝐹𝑦(𝑥, 𝜑(𝑥))]
−1
𝐽𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) 

𝐽𝜑(𝑎) == −[𝐽𝐹𝑦(𝑎, 𝑏)]
−1
𝐽𝐹(𝑎. 𝑏) 

 ובתרגיל שלנו:

𝜕

𝜕𝑥
∶ 𝑒𝑢+𝑣 + 𝑥𝑒𝑢+𝑣(𝑢𝑥

′ + 𝑣𝑥
′) + 2(𝑢𝑥

′ 𝑣 + 𝑢𝑣𝑥
′) = 0 

         𝑦𝑒𝑢−𝑣(𝑢𝑥
′ − 𝑣𝑥

′) − (𝑢′
1

1 + 𝑣
+ 𝑢

−𝑣𝑥
′

(1 + 𝑣)2
= 2 

𝑢𝑥
′ (1,2) =?⇒ 1 + (𝑢𝑥

′ + 𝑣𝑥
′) = 0 

                            2(𝑢𝑥
′ − 𝑣𝑥

′) − 𝑢𝑥
′ = 0 ⇒ 𝑣𝑥

′(1,2) = −1,𝑢𝑥
′ (1,2) = 0 

  𝑟𝑝𝑖𝑎𝑙 יה 


