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 3אינפי  – 6הרצאה 
 הוכחה למשפט של ווירשטרס

 לא חסומה 𝑓כי נניח  (1

∀𝑚 ∈ ℕ ∃𝑥𝑚 ∈ 𝐾 ∶ ||𝑓(𝑥𝑚)|| ≥ 𝑚 

𝐾 קומפקט ⇔  𝐾 חסומה וסגורה 

{𝑥𝑚}𝑚=1
∞ ⊂ 𝐾 –  חסומה ולכן∃𝐶 ≥ 0 ∶ ||𝑥𝑚|| ≤ 𝐶 

𝑘=1{𝑥𝑚𝑘}קיימת תת סדרה  Belzana-Weierstrassלפי למה 
∞

𝑥𝑚𝑘ת המתכנס  𝑘→∞
→   𝑥0 ,K סגורה ו𝑥0 נקודת הסתברות ולכן     

𝑥0 ∈ 𝐾  .𝑓 רציפה ב-K ולכן ב𝑥0  ולכן𝑓(𝑥𝑚𝑘) 𝑘→∞
→   𝑓(𝑥0)  אז||𝑓(𝑥𝑚𝑘)|| → ||𝑓(𝑥0)||  אבל||𝑓(𝑥𝑚𝑘)|| > 𝑚𝑘 → ואז  ∞

|𝑓(𝑥0)| =  .בסתירה ∞

2) 𝑀 ≔ sup
𝑥∈𝐾

𝑓(𝑥) ,     𝑚 ≔ inf
𝑥∈𝐾

𝑓(𝑥) ,     𝑚,𝑀 ∈ ℝ 

𝑥∀, כלומר Mלא מקבלת ערך  𝑓נניח כי  ∈ 𝐾 ∶ 𝑓(𝑥) ≠ 𝑀, 𝑓(𝑥) < 𝑀. 

𝑔(𝑥)נגדיר  ≔
1

𝑀−𝑓(𝑥)
      𝑚 − 𝑓(𝑥) ≥ 

 חסומה: 𝑔(  1, לפי 𝐾רציפה על  𝑔ולכן 

∃𝐶 > 0 ∶ 𝑔(𝑥) ≤ 𝐶 ∀𝑥 ∈ 𝐾 
1

𝑀 − 𝑓(𝑥)
≤ 𝐶 

1

𝐶
≤ 𝑀 − 𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 −
1

𝐶
 

𝑀אבל  −
1

𝐶
< 𝑀 –  סתירה עם𝑀 = sup𝑓(𝑥) 

 מסקנה
 שקולות. ℝ𝑛כל נורמות ב

 הרצאה הבאה.בבהוכחה שהופיע בהרצאה היית מעגל לוגי, פה יופיע ההוכחה שהמרצה הביא 

 הוכחה

||| ||| , || || ⇒ || ||~ ||| ||| 

||נראה כי כל נורמה שקולה ל ||
2

 ולות., ולכן כל זוג נורמות שק

||יהי  ||, צ"ל ℝ𝑛נורמה ב || ||~|| ||
2

𝑚,𝑀∃, כלומר  > 0 ∶ 𝑚||𝑥||
2
≤ ||𝑥|| ≤ 𝑀||𝑥||

2
 

𝐾 ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ||𝑥||
2
= 1} 

𝜑(𝑥) ≔ ||𝑥|| 

𝑥 = 𝑥1𝑒1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑒𝑛 
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||𝑥|| = ||𝑥1𝑒1 +⋯+ 𝑥1𝑒1|| ≤ |𝑥1|||𝑒1|| + ⋯+ |𝑥𝑛|||𝑒𝑛|| ≤ √||𝑒1|| +⋯ ||𝑒𝑛||√𝑥1
2 +⋯+ 𝑥𝑛

2 = 𝐶||𝑥||
2
 

||𝑥𝑘 − 𝑥0||
2 𝑘→∞
→   0 , 𝑥𝑘

|| ||
2

→   𝑥0 

|||𝑥𝑘|| − ||𝑥0||| ≤ ||𝑥𝑘 − 𝑥0|| ≤ 𝐶 ||𝑥𝑘 − 𝑥0|| 

𝑥𝑘
|| ||

2

→   𝑥0 ⇒ 𝜑(𝑥𝑘) → 𝜑(𝑥0) 

,W. ∃𝑥𝑚𝑎𝑥לפי משפט  𝑥𝑚𝑖𝑛 ∈ 𝐾 = {𝑥 ∈ ℝ
𝑛 ∶ ||𝑥||

2
= 1} 

sup
𝑥∈𝐾

𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 𝑀 

inf
𝑥∈𝐾

𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥𝑚𝑖𝑛) = 𝑚 

||𝑥|| = 𝜑(𝑥) ≠ 0, 𝑥 ∈ 𝐾 ⇒ 𝑚,𝑀 > 0 

∃{𝑥𝑘𝑖}𝑖 , ||𝑥
𝑘𝑖 − 𝑥0||

2
→ 0, 𝑥𝑘𝑖 → 𝑥0 

∀𝑥 ∈ 𝐾 ∶ 0 < 𝑚 ≤ ||𝑥||
2
≤ 𝑀 

∀𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑥 ≠ 0 

𝑥′ =
𝑥

||𝑥||
2

∈ 𝐾 

𝑚 ≤ ||
𝑥

||𝑥||
2

|| ≤ 𝑀 

𝑚||𝑥||
2
≤ ||𝑥|| ≤ 𝑀||𝑥||

2
 

 רציפות במידה שווה

 הגדרה
𝑓:Ω → ℝ𝑚 

𝑓  רציפה במ"ש עלΩ  אם∀𝜖 > 0∃𝛿 > 0:∀𝑥′, 𝑥′′ ∈ Ω, ||𝑥′ − 𝑥′′|| < 𝛿 ⇒ ||𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)|| < 𝜖 

 𝐶𝑎𝑛𝑡𝑜𝑟משפט 
:𝑓תהי  𝐾

∈ℝ𝑛
→ ℝ𝑚 נניח כי ,𝐾 קומפקט ו𝑓 רציפה ב-𝐾 אז ,𝑓 .רציפה במ"ש 

 הוכחה
 לא רציפה במ"ש. 𝑓נניח ש

∃𝜖 > 0 ∀𝛿 > 0 ∃𝑥′, 𝑥′′ ∈ 𝐾, ||𝑥′ − 𝑥′′|| < 𝛿 ∧ ||𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)|| ≥ 𝜖 

𝛿 ≔
1

𝑘
, 𝑘 = 1,2,… 

𝑥′ ≔ 𝑥𝑘
′  

𝑥′′ ≔ 𝑥𝑘
′′ 
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||𝑥𝑘
′ − 𝑥𝑘

′′|| <
1

𝑘
∧ 𝑥𝑘

′ , 𝑥𝑘
′′ ∈ 𝐾 

 וגם

||𝑓(𝑥𝑘
′ ) − 𝑓(𝑥𝑘

′′)|| ≥ 𝜖 

B-W ∃𝑥𝑘𝑖לפי למה 
′ → 𝑥0 ∈ 𝐾 

𝑥𝑘𝑖
′′ = 𝑥𝑘𝑖

′

↓
𝑥0

+ (𝑥𝑘𝑖
′′ − 𝑥𝑘𝑖

′ )
↓
0

 

𝑥𝑘𝑖
′′ , 𝑥𝑘𝑖

′′ → 𝑥0 

𝑓  רציפה ולכן𝑓(𝑥𝑘𝑖
′ ) → 𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑥𝑘𝑖

′′ ) → 𝑓(𝑥0) 

lim
𝑖→∞
(𝑓(𝑥𝑘

′ ) − 𝑓(𝑥𝑘
′′)) = 0 

𝑓(𝑥𝑘|| אבל
′ ) − 𝑓(𝑥𝑘

′′)|| ≥ 𝜖 >  בסתירה. 0

 ℝ𝑛גזירות ב
𝐿:ℝ𝑛אופרטור ליניארי  → ℝ𝑚 

𝐿(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝐿(𝑥) + 𝛽𝐿(𝑦) 

ℝ𝑛  :𝑒𝑖בסיס ב = (0,… ,1, . . ,0) 

𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) =∑𝑥𝑛𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 נורמה של אופרטור
𝐿 –  פונ' רציפה. גם||𝐿(𝑥)|| .רציפה 

𝑀 ≔ sup
||𝑥||≤1

||𝐿(𝑥)|| 

𝑊𝑒𝑖𝑟𝑠𝑡𝑟𝑎𝑠𝑠 𝛭לפי משפט  < ∞ . 

||𝐿|| ≔ 𝑀 

 אי שוויון נורמטיבי
∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ||𝐿(𝑥)|| ≤ ||𝐿|| ∗ ||𝑥|| 

 הוכחה
𝑥 =  טריוויאלי 0

𝑥 ≠ 0  

𝑥′ =
𝑥

||𝑥||
⇒ ||𝑥′|| = 1 

||𝐿(𝑥′)|| ≤ ||𝐿|| 

1

||𝑥||
||𝐿(𝑥)|| = ||𝐿 (

𝑥

||𝑥||
)|| ≤ ||𝐿|| 
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||𝐿(𝑥)|| ≤ ||𝐿||||𝑥|| 

 ℝ𝒏גזירות ב

 הגדרה
𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥)

𝑥→𝑝
→  0 

𝛼(𝑥) = 𝑜(𝛽(𝑥)), 𝑥 → 𝑝 

𝛼(𝑥)

||𝛽(𝑥)|| 𝑥→𝑝
→  0 

𝛼(𝑥): הגדרה שקולה = 𝑜(𝛽(𝑥)) ⇔ 𝛼(𝑥) = 𝜖(𝑥)𝛽(𝑥), 𝜖(𝑥)
𝑥→𝑝
→  0 

𝛼(𝑥) → 0 ⇔ 𝛼(𝑥) = 𝑜(1)𝑥→𝑝 

 

 גזירות ודיפרנציאל

𝑛 = 1 
 

𝑓 גזירה ב𝑎  אם"ם∃ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
= lim
ℎ→0

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
≔ 𝑓′(𝑎) 

ϵ(𝑥) ≔
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
− 𝑘

𝑥→𝑎
→  0 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) = 𝑘(𝑥 − 𝑎) + 𝜖(𝑥)(𝑥 − 𝑎) 

𝑥 − 𝑎 = ℎ 

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + 𝑘ℎ + 𝜖(𝑎 + ℎ)ℎ          𝜖(𝑎 + ℎ)
ℎ→0
→  0  

 הגדרה
𝑓:Ω → ℝ𝑚 

𝑎 ∈ Ω  ,נקודה פנימית𝑎 ∈ Ω𝑜 

𝐿:ℝ𝑛אם מתקיים קיים אופרטור ליניארי  𝑎דיפירנציאלית )גזירה( בנקודה  𝑓אומרים כי  → ℝ𝑚 :כך ש 

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + 𝐿(ℎ) + 𝜖(ℎ)||ℎ|| 

||ℎ||עבור  < 𝛿,    𝜖(ℎ)
ℎ→0
→  0 .𝜖(ℎ)||ℎ|| = 𝑜(||ℎ||), ℎ → 0 

 

 .𝑎בנקודה  𝑓דיפרנציאל של  𝐿אופרטור 

𝐿 ≔ 𝑑𝑓𝑎 

ℎ ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝐿(ℎ) = 𝑑𝑓𝑎(ℎ) 

 משפט
𝑑𝑓𝑎 .הוא יחיד 

 הוכחה
,𝐿1∃נניח כי  𝐿2  'אופ' לינא 
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𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 𝐿1(ℎ) + 𝜖1(ℎ)||ℎ|| 

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 𝐿2(ℎ) + 𝜖2(ℎ)||ℎ|| 

0 = 𝐿1(ℎ) − 𝐿2(ℎ) + (𝜖1(ℎ) − 𝜖2(ℎ))||ℎ|| 

0נקבע  ≠ ℎ0 ∈ ℝ
𝑛 

ℎ = 𝑡ℎ0, 𝑡 ∈ ℝ 

0 = 𝑡𝐿1(ℎ0) − 𝑡𝐿2(ℎ0) + (𝜖1(𝑡ℎ0) − 𝜖2(𝑡ℎ0))|𝑡|||ℎ0|| 

0 = 𝐿1(ℎ0) − 𝐿2(ℎ0) + (𝜖1(𝑡ℎ0) − 𝜖2(𝑡ℎ0))|𝑡|||ℎ0||
1

𝑡
 

𝑡 → 0 ∶ 0 = 𝐿1(ℎ0) − 𝐿2(ℎ0) ⇒ 𝐿1 = 𝐿2 

 

 דוגמא
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑦𝑧. 𝑥 + 𝑧2) 

𝑓:ℝ3 → ℝ2, 𝑎 = (2,1,0) 

ℎ = (ℎ1, ℎ2, ℎ3) 

𝑓(2 + ℎ1, 1 + ℎ2, ℎ3) = ((2 + ℎ1)(1 + ℎ2)ℎ3, 2 + ℎ1 + ℎ3
2) = (ℎ3(2 + ℎ1 + 2ℎ2 + ℎ1ℎ2), 2 + ℎ1 + ℎ3

2) = 

(2ℎ3 + ℎ1ℎ3 + 2ℎ2ℎ3 + ℎ1ℎ2ℎ3, 2 + ℎ1 + ℎ3
2) = (0,2) + (2ℎ3, ℎ1) + 𝑜 (√ℎ1

2 + ℎ2
2 + ℎ3

2) 

)𝜊זה  |ℎ𝑖ℎ𝑗|כי  ( ≤
|ℎ𝑖|

2+|ℎ𝑗|
2

2
≤
(√ℎ1

2+ℎ2
2+ℎ3

3)

2

2
 

𝑓(𝑎) = (0,2), 𝑑𝑓𝑎 = (2ℎ3, ℎ1) 

(
0 0 2
1 0 0

)(

ℎ1
ℎ2
ℎ3

) 


