
פתרון() 11 תרגיל - לטופולוגיה מבוא   
 1אלה ש

𝑋𝑖 (1טופולוגיה במ''ט להוא בסיס  𝐵𝑖שאם  הוכיחו ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)  אז

𝐺1האוסף של כל הקבוצות מסוג  ×. . .× 𝐺𝑛   כאשר𝐺𝑖 ∈ 𝐵𝑖 

𝑋1-בלה ת מכפטופולוגילבסיס  ואה ×. . .× 𝑋𝑛  . 

 

 החהוכ 

𝐺𝑖כי  𝑋𝑖-פתוחה ב 𝐺𝑖הקבוצה  (1 ∈ 𝐵𝑖 (סהבסי הגדרת)לכן . 

 𝐺1 ×. . .× 𝐺𝑛    בפתוחה-𝑋1 ×. . .× 𝑋𝑛 טופולוגית לבסיס השל  כאיבר

 .(הגדרת המכפלה)המכפלה 

𝑋1-פתוחה ב 𝑈 ( אם2  ×. . .× 𝑋𝑛  ו-(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑈 לפי ,

,𝑉1  קיימות קבוצות טופולוגית המכפלה תההגד … , 𝑉𝑛 ת פתוח

,𝑋1במרחבים  . . . , 𝑋𝑛   (כל אחת במרחב שלה)  

,𝑥1)-כך ש … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑉1 ×. . .× 𝑉𝑛 ⊆ 𝑈פי הגדרת הבסיס ל -. לכן– 

𝐺𝑖 קבוצות  תוקיימ ∈ 𝐵𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) כך ש- 𝑥𝑖 ∈ 𝐺𝑖 ⊆ 𝑉𝑖. :מכאן 

(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝐺1 ×. . .× 𝐺𝑛 ⊆ 𝑉1 ×. . .× 𝑉𝑛 ⊆ 𝑈  כלומר ,

,𝑥1)הנקודה  … , 𝑥𝑛) מוכלת ב- 𝑈יחד עם סביבתה מסוג  

 𝐺1 ×. . .× 𝐺𝑛. 

  הקבוצות מסוגאוסף של אנו טוענים ש( 2 -( ו1 על סמך 

 𝐺1 ×. . .× 𝐺𝑛 טופולוגית המכפלהלבסיס  הוא. 
 

 2שאלה 

𝑋1) -טופולוגיה בשה הוכיחו ×. . .× 𝑋𝑛)  ×  (𝑌1 ×. . .× 𝑌𝑚) היא 

𝑋1-שב טופולוגיההאותה  ×. . .× 𝑋𝑛 × 𝑌1 ×. . .× 𝑌𝑚 . 

אלה תית שתי הקבוצות הקבוצהנה יבחהמלהניח ש רשפא  הערה

 :םים האיברמכילות את הן,ת, כלומרוזה

(𝑋1 ×. . .× 𝑋𝑛) ×  (𝑌1 ×. . .× 𝑌𝑚) =  
𝑋1 ×. . .× 𝑋𝑛 × 𝑌1 ×. . .× 𝑌𝑚 = 

 𝑍 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚)|𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 , 𝑦𝑗 ∈ 𝑌𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}   



 החהוכ

𝑋1)-את הטופולוגיה ב  ××𝜏-בנסמן  ×. . .× 𝑋𝑛) ×  (𝑌1 ×. . .× 𝑌𝑚) 

    .××𝜏את הבסיס של  נסמן ××𝐵-וב

𝑋1)-את הטופולוגיה ב   ×𝜏-בנסמן  ×. . .× 𝑋𝑛 ×  𝑌1 ×. . .× 𝑌𝑚) 

 .×𝜏את הבסיס של  נסמן ×𝐵-וב

 סוג מקבוצות נתבונן ב אזי
 (∗∗)      (𝑈1 ×. . .× 𝑈𝑛) ×  (𝑉1 ×. . .× 𝑉𝑚) =  

(∗)                      𝑈1 ×. . .× 𝑈𝑛 × 𝑉1 ×. . .× 𝑉𝑚 

𝑈𝑖 כאשר ⊆ 𝑋𝑖 , 𝑉𝑗 ⊆ 𝑌𝑗 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚) –  כל פתוחות

 ההקבוצ האות יאה (**)-)*( ו-ברור ש. במ''ט שלה - אחת

 𝑊 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚)|𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑖 , 𝑦𝑗 ∈ 𝑉𝑗 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚}   

 גם כתייש 𝑊צה , הקבו𝑌𝑗-ב פתוחות 𝑉𝑗 -ו 𝑋𝑖-ב פתוחות 𝑈𝑖-כוון שמ

 . ××𝐵-וגם ל ×𝐵-ל 

,𝑥1)  נקודהסביבה של -×𝐵כל כלומר, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚) ∈ 𝑍  היא בו

של בסיס  הילפי ההגדרה השנך. פשלה ולה סביבה-××𝐵זמנית 

×τ-מזה נובע ש (ההרצאותהטופולוגיה ) = 𝜏××. 

 

 שאלה 3 

 .פולוגית המכפלהוהיא ט ℝ𝑛-הרגילה ב טופולוגיהשה הוכיחו

 

 החהוכ

  ∞𝑑ומטרוקה  (קלכדיתואההרגילה,  מטריקהה)  𝑑שמטריקות  למדנו

למדנו  . τ , כלומר יוצרות אותה הטופולוגיהן מטריקות שקולותה

  הוא אוסף של כדורים.מרחב מטרי בבסיס לטופולוגיה ש

  .∞𝑑 מטריקהכדורים בהמורכב מה  ∞𝔅ס יבסנתבונן ב, בפרט  (1

 לומר:כ

𝔅∞ = {𝐵∞
(𝑛)(𝑎, 𝑟)}

𝑎∈ℝ𝑛,𝑟>0
 

 כאשר:



 𝐵∞
(𝑛)(𝑎, 𝑟) = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛||𝑥𝑖 − 𝑎𝑖| < 𝑟, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} = 

(𝑎1 − 𝑟, 𝑎1 + 𝑟) × … × (𝑎𝑛 − 𝑟, 𝑎𝑛 + 𝑟) 

ראה ית המכפלה , מיד נאת הבסיס של טופולוג  ×𝔅-אם נסמן ב

⊃ ∞𝔅-ששאוסף  𝔅×    ולכן𝜏 ⊆ 𝜏×. 

𝑎י תה. וכיח את ההכלה ההפוכהנעכשיו   (2 ∈ 𝑈 ∈ 𝜏×  אזי קיימת 

 𝑉 ∈ 𝔅×  כך ש- 𝑎 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑈:לפי הגדרת בסיס לטופולוגית המכפלה . 

 𝑉 = (𝑐1, 𝑑1) × … × (𝑐𝑛, 𝑑𝑛)  כאשר𝑐1, … , 𝑐𝑛, 𝑑1, … , 𝑑𝑛 ∈ ℝ ,

𝑎 -, כוון שףסוובנ ∈ 𝑉:מתקיים , 𝑐𝑖 < 𝑎𝑖 < 𝑑𝑖  1לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.  אם

𝑟 נקח = min
1≤𝑖≤𝑛

{min {|𝑎𝑖 − 𝑐𝑖|, |𝑎𝑖 − 𝑑𝑖|}}אז נקבל ש ,- 

(𝑎1 − 𝑟, 𝑎1 + 𝑟) × … × (𝑎𝑛 − 𝑟, 𝑎𝑛 + 𝑟)

⊆ (𝑐1, 𝑑1) × … × (𝑐𝑛, 𝑑𝑛) 

𝑎כלומר,  ∈ 𝐵∞
(𝑛)(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑈שמוכיח ש ,-𝔅∞  הןא בסיס גם 

×𝜏ולכן  ×𝜏-ל  ⊆ 𝜏אזי . 𝜏× = 𝜏.מש''ל , 

 

 שאלה 4

,𝑋ו ייה 𝑌  ו מרחבים טופולוגיים- 𝐴, 𝐹 ⊆ 𝑋;  𝐵, 𝐺 ⊆ 𝑌. 

,𝐹אם א(  :הוכיחו  𝐺  סגורות אז𝐹 × 𝐺 ה.סגור  

𝐴 (ב     × 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅� × �̅�. 
 

 החהוכ

  (א

(𝐹 × 𝐺)𝑐 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌| 𝑥 ∉ 𝐹 ∨ 𝑦 ∉ 𝐺} = 

𝐹𝑐 × 𝑌 ∪ 𝑋 × 𝐺𝑐  

𝐹𝑐 , 𝐺𝑐 במ''ט ת )רום לסגיפתוחות כמשלימ𝑋, 𝑌 לכן(בהתאם . 

 𝐹𝑐 × 𝑌, 𝑋 × 𝐺𝑐 ות לפי הגדרת מרחב המכפלה. אזיפתוח 

 (𝐹 × 𝐺)𝑐 חה כאחוד פתוחות ואז ופת𝐹 × 𝐺 מש''ל.הסגור , 

 



𝐴 (1ב × 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊆ �̅� × �̅�. 

 𝐴 ⊆ �̅� ו- 𝐵 ⊆ �̅� ,לכן 𝐴 × 𝐵 ⊆ �̅� × �̅�       (*) 

,�̅�אבל  �̅� ( סגורכ -כל אחת סגורות) )ולפי א -  �̅� × �̅�  .סגורה 

 )*( נובע:-אזי מ

 𝐴 × 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊆ �̅� × �̅� (תכונה של סגור). 

�̅�  (2ב  × �̅� ⊆ 𝐴 × 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

,𝑥) -ש נניח  𝑦) ∈ �̅� × �̅� ו-𝑊 בה של יסב(𝑥, 𝑦)  ששייכת לבסיס

,𝑈 קבוצות פתוחות תומייק כלומר, .תופולוגית המכפלה 𝑉   ש כך-

,𝑊 = 𝑈 × 𝑉 𝑥 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑋 ו- 𝑦 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑌כוון ש .-𝑥 ∈ �̅� 

𝑦 -ו  ∈ �̅�: 𝑈 ∩ 𝐴 ≠ 𝑉-ו ∅ ∩ 𝐵 ≠ 𝑊 : ומכאן ∅ ∩ 𝐴 × 𝐵 ≠ ∅  .

,𝑥)-קבלנו ש 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ �̅�אזי  .̅̅ × �̅� ⊆ 𝐴 × 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅  :יתפסוו ̅̅

  �̅� × �̅� = 𝐴 × 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅  מש''ל., ̅̅

 

  5שאלה 

,𝐹והיי 𝐺 ⊆ 𝑀   במרחב ת וקומפקטי ותקבוצשתי 

𝑥0 ותת נקודוימשק הוכיחו. 𝑀מטרי  ∈ 𝐹 ו-𝑦0 ∈ 𝐺  

,𝑑(𝑥0-כך ש 𝑦0) = inf
𝑥∈𝐹
𝑦∈𝐺

𝑑(𝑥, 𝑦). 

 החהוכ

:𝑑-בכיתה שנו חהוכ 𝑀 × 𝑀 → ℝ  נגדיר פונקציה פונקציה רציפה .

𝑔: 𝐹 × 𝐺 → ℝ  כך ש-𝑔 = 𝑑|𝐹×𝐺  .𝑑מצום של כצ רציפה 𝑔. אזי גם  

𝐹אבל  × 𝐺  ים. לכן קומפקטיקומפקטי כמכפלה של מ''ט𝑔(𝐹 × 𝐺) 

 לבג–היינה  של משפטלפי ה. קומפקטימ''ט כתמונה של  קומפקטי

𝑔(𝐹 × 𝐺) קבוצה חסומה וסגורה ב- ℝ . לכן

inf
𝑥∈𝐹
𝑦∈𝐺

𝑑(𝑥, 𝑦)=𝑟0 = inf
𝑥∈𝐹
𝑦∈𝐺

𝑔(𝑥, 𝑦) ∋ 𝑓(𝐹 × 𝐺) ותת נקודומייק. אזי 

𝑥0 ∈ 𝐹 ו-𝑦0 ∈ 𝐺  כך ש-𝑑(𝑥0, 𝑦0) = 𝑟0ל.ש, מ'' 

 


