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𝑅עם רדיוס התכנסות   ת הגבול של טור טיילור סביב אפסנביט בפונקצי .1 = ∞ 

𝑓(𝑥) = {
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑥
𝑥 ≠ 0

𝑎 𝑥 = 0

 

 .𝑓(𝑥)מצאו את טור הטיילור סביב אפס המתכנס ל .א

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑒−𝑥 = ∑
(−1)𝑛𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 = ∑
2𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑥
= ∑

2𝑥2𝑛

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

 

 .𝑎מצאו את  .ב

𝑥נציב  =  בטור שמצאנו ולכן  0

𝑎 = 𝑓(0) = 2 

 בסדרת הפונקציותנביט  .2

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛

𝑛𝑥
 

 של הסדרה, ואת תחום ההגדרה שלה.  𝑓(𝑥)מצאו את פונקצית הגבול   .א

𝑥אם  > אזי  1
𝑥𝑛

𝑛𝑥
→  לפי סדרי גודל )במונה יש אקספוננט(. ∞

𝑥אם  = אזי  1
1

𝑛
→ 0 

0אם  < 𝑥 <  נקבל  1

𝑥𝑛

𝑛𝑥
→ {

0

∞
} → 0 



𝑥אם  =  אזי נקבל את הסדרה הקבועה אפס שבוודאי שואפת לאפס. 0

1−אם  < 𝑥 < 𝑥𝑛אזי  0 → 𝑛𝑥וכן   0 → {∞−} →  זה מקרה בעייתי. 0

𝑥𝑛

𝑛𝑥
=
𝑛−𝑥

𝑥−𝑛
=

𝑛−𝑥

(
1
𝑥
)
𝑛 

כאשר  
1

𝑥
< |ולכן   1−

1

𝑥
|
𝑛
→  ושוב לפי סדרי גודל, כיוון שיש אקספוננט במכנה, הגבול של הביטוי הוא אפס.  ∞

 

𝑥עבור   = −1 

(−1)𝑛

𝑛−1
 

 מתבדרת בין אינסוף למינוס אינסוף

𝑥ועבור   < −1 

|𝑥|𝑛 → ∞ 

𝑛−𝑥 → ∞ 

ולכן הסדרה מתבדרת שהרי  
𝑥𝑛

𝑛𝑥
= 𝑥𝑛𝑛−𝑥 

𝑓(𝑥)סה"כ פונקצית הגבול היא   =  [1,1−)ותחום ההגדרה שלה הוא  0

′(𝑎𝑥)תזכורת:   .[0,1]בקטע  קבעו והוכיחו אם הסדרה מתכנסת במידה שווה  .ב = 𝑎𝑥 ⋅ ln⁡(𝑎). 

 נחשב את סדרת החסמים

𝑑𝑛 = sup
[0,1]

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = sup
[0,1]

𝑥𝑛

𝑛𝑥
 

 נחקור את הפונקציה:

ℎ(𝑥) =
𝑥𝑛

𝑛𝑥
 

ℎ′(𝑥) =
𝑛𝑥𝑛−1𝑛𝑥 − ln(𝑛) 𝑛𝑥𝑥𝑛

(𝑛𝑥)2
=
𝑛𝑥𝑛−1 − ln(𝑛) 𝑥𝑛

𝑛𝑥
=
𝑥𝑛−1

𝑛𝑥
(𝑛 − ln(𝑛) 𝑥) 

𝑥לכן הנקודות החשודות לקיצון מוחלט הן הקצוות  = 𝑥וכן נקודת האיפוס של הנגזרת  0,1 =
𝑛

ln⁡(𝑛)
𝑛)כאשר   > 1.) 

נשים לב כי  
𝑛

ln(𝑛)
> 𝑛לכל  1 > )אפשר להוכיח, ומכל מקום כיוון ש   1

𝑛

ln⁡(𝑛)
→  לפי סדרי גודל, זה נכון החל משלב מסויים.  ∞

 המקסימום מתקבל בקצוות. [0,1]כלומר בקטע  



ℎ(0)כעת  = ℎ(1)ואילו   0 =
1

𝑛
 ולכן  

𝑑𝑛 =
1

𝑛
→ 0 

 ולכן סדרת הפונקציות מתכנסת במ"ש. 

,𝑢(𝑥תהי  .3 𝑦) נביט בפונקציות פונקציה דיפרנציאבילית .ℎ(𝑥) = 𝑢(𝑢(𝑥, 𝑥), 𝑥) ,𝑔(𝑥) = 𝑢(2𝑥, 1 − 𝑥) 

,𝑢, הביעו תשובתכם בעזרת  𝑔′(𝑥)חשבו את  .א 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦. 

𝑔′(𝑥) = 𝑢𝑥(2𝑥, 1 − 𝑥) ⋅ 2 + 𝑢𝑦(2𝑥, 1 − 𝑥) ⋅ (−1) = 

= 2𝑢𝑥(2𝑥, 1 − 𝑥) − 𝑢𝑦(2𝑥, 1 − 𝑥) 

,𝑢, הביעו תשובתכם בעזרת  ℎ′(𝑥)חשבו את  .ב 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦. 

 ראשית נשים לב כי 

𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑥, 𝑥) = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑥) ⋅ 1 + 𝑢𝑦(𝑥, 𝑥) ⋅ 1 

 ולכן 

ℎ′(𝑥) = 𝑢𝑥(𝑢(𝑥, 𝑥), 𝑥) ⋅ (𝑢𝑥(𝑥, 𝑥) + 𝑢𝑦(𝑥, 𝑥)) + 𝑢𝑦(𝑢(𝑥, 𝑥), 𝑥) ⋅ 1 

,𝑎יהיו פרמטרים   .4 𝑏 ∈ ℝ  ותהי פונקציה𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 . 

𝑧נתון כי המישור  = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝐶  משיק ל𝑓(𝑥, 𝑦)  בנקודה(𝑥0, 𝑦0). 

,𝑥0)מצאו את הנקודה  .א 𝑦0). 

 מהנתון נובע כי

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑎 

𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝑏 

 נגזור

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 𝑎 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = −2𝑦 + 𝑏 

 ולכן 

2𝑥0 + 𝑎 = 𝑎 

𝑥0 = 0 

−2𝑦0 + 𝑏 = 𝑏 

𝑦0 = 0 



 .𝐶מצאו את הקבוע  .ב

 המישור המשיק נפגש עם הגרף בנקודת ההשקה ולכן 

𝑓(0,0) = 𝑎 ⋅ 0 + 𝑏 ⋅ 0 + 𝐶 

𝐶 = 0 

𝐷  התחום איה השל שהתחתית ,לנטעת יום הולדת עוג  הכינה נעם .5 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}  

,𝑓(𝑥הוא   הוגובה  𝑦) = 1 − 𝑥2.  

 והתקרה(, ומצאו את נפח העוגה. מצאו את שטח הפנים של קירות העוגה )לא כולל התחתית 

 לשטח הפנים של הקירות נשתמש באינטגרל קווי מסוג ראשון. 

 היא  𝐶פרמטריזציה של שפת הרצפה 

𝑟(𝑡) = (cos(𝑡) , sin(𝑡)) 

𝑡 ∈ [0,2𝜋] 

 ולכן האינטגרל הקווי הוא 

∫𝑓𝑑𝑟
𝐶

= ∫ 𝑓(cos(𝑡) , sin(𝑡))√(− sin(𝑡))2 + cos2(𝑡) 𝑑𝑡
2𝜋

0

= ∫ (1 − cos2(𝑡))𝑑𝑡
2𝜋

0

= 

= ∫ sin2(𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

=
1

2
∫ (1 − cos(2𝑡))𝑑𝑡

2𝜋

0

=
1

2
[𝑡 −

sin(2𝑡)

2
]
0

2𝜋

= 𝜋 

 וזה שטח הפנים של קירות העוגה. 

 

 על מנת למצוא את נפח העוגה פשוט נשתמש באינטגרל כפול, ונחליף לקואורדינטות קוטביות 

∬𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= ∫ (∫ (𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃))𝑟𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= ∫ (∫ (1 − 𝑟2 cos2(𝜃))𝑟𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= 

= ∫ (∫ (𝑟 − 𝑟3 cos2(𝜃))𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= ∫ (∫ (𝑟 − 𝑟3 + 𝑟3 − 𝑟3 cos2(𝜃))𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= 

= ∫ (∫ (𝑟 − 𝑟3 + 𝑟3(1 − cos2(𝜃)))𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= ∫ (∫ (𝑟 − 𝑟3 + 𝑟3 sin2(𝜃))𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

 

 נחשב את שני האינטגרלים 

∫ ∫ (𝑟 − 𝑟3)𝑑𝑟
1

0

𝑑𝜃
2𝜋

0

= ∫ [
𝑟2

2
−
𝑟4

4
]
0

1

𝑑𝜃
2𝜋

0

=
1

4
∫ 𝑑𝜃

2𝜋

0

=
2𝜋

4
=
𝜋

2
 



∫ sin2(𝜃) (∫ 𝑟3𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= ∫ sin2(𝜃) [
𝑟4

4
]
0

1

𝑑𝜃
2𝜋

0

=
1

4
∫ sin2(𝜃)𝑑𝜃

2𝜋

0

=
חישוב⁡לעיל 1

4
𝜋 

סה"כ נפח העוגה הוא  
𝜋

2
+

𝜋

4
=

3𝜋

4
. 

 

 :נטעאת שטח הפנים העליון של העוגה של  𝑀נסמן ב  .6

𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑧 = 1 − 𝑥2} 

 לכבות את הנרות שעל העוגה, עוצמת לחץ האוויר שיצרה מתואר על ידי השדה הוקטורי  שאפה לקראת הנשיפה נטע

𝐹⃗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−
𝑥

2
) 𝑖̂ + (𝑧)𝑗̂ + 𝑘̂ 

 חשבו את השטף של האוויר שפגע בעוגה, כלומר את האינטגרל המשטחי מסוג שני 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

 

 מכוון כלפי פנים העוגה.  𝑛̂כאשר הנורמל  

 ניקח פרמטריזציה של המשטח

𝑠(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 1 − 𝑥2) 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 = { (𝑥, 𝑦) ∣∣ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 } 

𝑠𝑥 × 𝑠𝑦 = det (
𝑖 𝑗 𝑘
1 0 −2𝑥
0 1 0

) = (2𝑥, 0,1) 

 כיוון שהנורמל מכוון כלפי פנים העוגה, ניקח את המינוס של התוצאה הזו. 

 לכן נקבל סה"כ כי האינטגרל המשטחי מסוג שני הוא 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= −∬𝐹⃗(𝑠(𝑥, 𝑦)) ⋅ (2𝑥, 0,1)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= −∬ (−
𝑥

2
, 1 − 𝑥2, 1) ⋅ (2𝑥, 0,1)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

= 

= −∬(−𝑥2 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

=

קואורדינטות

קוטביות
−∫ (∫ (−𝑟2 cos2(𝜃) + 1)𝑟𝑑𝑟

1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= 

= −∫ ∫ (−𝑟3 cos2(𝜃) + 𝑟)𝑑𝑟𝑑𝜃
1

0

2𝜋

0

= −∫ ∫ (𝑟3 − 𝑟3 cos2(𝜃) + 𝑟 − 𝑟3)𝑑𝑟𝑑𝜃
1

0

2𝜋

0

= 

= −∫ ∫ 𝑟3 sin2(𝜃) 𝑑𝑟𝑑𝜃
1

0

2𝜋

0

+∫ (∫ (𝑟3 − 𝑟)𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

 

 נחשב את שני האינטגרלים: 

∫ ∫ 𝑟3 sin2(𝜃) 𝑑𝑟𝑑𝜃
1

0

2𝜋

0

= ∫ sin2(𝜃)∫ 𝑟3𝑑𝑟𝑑𝜃
1

0

2𝜋

0

=
1

4
∫ sin2(𝜃)𝑑𝜃 =

2𝜋שאלה ⁡קודמת

0

⁡⁡
𝜋

4
 



∫ (∫ (𝑟3 − 𝑟)𝑑𝑟
1

0

)𝑑𝜃
2𝜋

0

= ∫ [
𝑟4

4
−
𝑟2

2
]
0

1

𝑑𝜃
2𝜋

0

= −
1

4
∫ 𝑑𝜃

2𝜋

0

= −
𝜋

2
 

−סה"כ עוצמת השטף היא  
𝜋

4
−

𝜋

2
= −

3𝜋

4
 


