
 בוחן –תשפ"ה  קיץ  סמסטר  –) 88112(   1לגברה לינארית א

 נסעדי מכעה לפתרון באדיבות הצ
 

𝐴𝐴תהא  .1 ∈ ℝ4×5 אה: מתקבלת המטריצה הב ת דירוגו חר פעולאצה שלמטרי 

𝑈𝑈 = �

1 2 0 0 −1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

� 

𝐴𝐴𝑥𝑥תרון הכללי של המערכת  מצאו את הפ) נק' 10( .א = 0. 

 

 פתרון: 

𝑥𝑥  כמו כן, קל לראות כי אם נסמןמטריצה מדורגת קנונית.  𝑈𝑈קל לוודא כי   =
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,𝑥𝑥2אזי  , 𝑥𝑥5 

𝑥𝑥2  פרמטר לכן נציב. יםחופשי יםתנמש = 𝑡𝑡, 𝑥𝑥5 = 𝑠𝑠 :ונקבל 

�

𝑥𝑥1 = −2𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥5 = −2𝑡𝑡 + 𝑠𝑠
𝑥𝑥3 = 0

𝑥𝑥4 = −𝑥𝑥5 = −𝑠𝑠
0 = 0

 

 לכן הפתרון הכללי יהיה: 
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𝑣𝑣,𝑢𝑢יהיו ) נק' 15( .ב ∈ ℝ5 ך ש  כ𝑣𝑣 − 𝑢𝑢 =
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𝑏𝑏לכל . הוכיחו ש ∈ ℝ4 מתקיים :𝐴𝐴𝑣𝑣 = 𝑏𝑏 ם א

𝐴𝐴𝑢𝑢ורק אם  = 𝑏𝑏. 

 

 פתרון: 

𝑡𝑡ל לוודא כי עבור  ראשית, ק = 𝑠𝑠 = 𝑣𝑣  . לפיכךהנתוןמהסעיף הקודם נקבל את הוקטור  1 − 𝑢𝑢  הוא
 כלומר:  פתרון של המערכת ההומוגנית.

0�⃗ = 𝐴𝐴(𝑣𝑣 − 𝑢𝑢) = 𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 

 רת מטריצות) כלומר: אלגב(

⟺ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 



𝐴𝐴𝑣𝑣אם  ולכן  = 𝑏𝑏  אזי גם𝐴𝐴𝑢𝑢 = 𝑏𝑏 פך, כמובן)י(וכן לה . 

 .∎ משל

 

𝐴𝐴𝑥𝑥ריכו: למערכת  נק') הוכיחו או הפ 10( .ג = �

1
1
1
1

 ן. אין פתרו �

 

 פתרון: 

 הפרכה 

 :דמים ווקטור קבועיםבוטאת ע"י מטריצת מקהמ נביט במערכת

�

1 2 0 0 −1 | 1
0 0 1 0 0 | 1
0 0 0 1 1 | 1
0 0 0 1 1 | 1
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 ונקבל: רגנד

𝑅𝑅5−𝑅𝑅4�⎯⎯⎯��𝑈𝑈
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 ך למערכת זו יש פתרון. סתירה, ולפיכלמערכת הזו אין שורות קל לראות שאבל 

 

𝑉𝑉נתבונן במרחב המטריצות הריבועיות   לכל סעיף) נק' 15( .2 = ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛ת  צו. עבור כל אחת מהקבו
 וכיחו את תשובתכם. או לא. ה 𝑉𝑉מרחב של  -הבאות קבעו האם היא תת

𝑈𝑈 .א = {𝐴𝐴 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛 ∣∣ ∃𝛼𝛼 ∈ ℝ:𝐴𝐴𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝐴𝐴 } ⊆ 𝑉𝑉. 

 

 פתרון: 

 נוכיח שהקריטריון המקוצר לא מתקיים עבור: שע"י כך  𝑉𝑉של   ואינו תמ" 𝑈𝑈נראה כי  

𝐴𝐴 = 𝐼𝐼2(ℝ) = �1 0
0 1� ∈ 𝑈𝑈 

𝛼𝛼𝐴𝐴עם סקלר ( =  וכן:) 1

𝐵𝐵 = � 0 1
−1 0� ∈ 𝑈𝑈 

𝛼𝛼𝐵𝐵עם סקלר ( = 𝑐𝑐יחד עם הסקלר  )1− = 1 ∈ ℝ. 

 לב כי:  נשים

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = � 1 1
−1 1� 

 ולכן: 



(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)𝑡𝑡 = �1 −1
1 1 � 

 כך ש:  𝛼𝛼ונוכיח שלא קיים 

�1 −1
1 1 � = (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)𝑡𝑡 = 𝛼𝛼(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵) = 𝛼𝛼 � 1 1

−1 1� 

 בל כי: אכן, משוויון מטריצות נק

� 1 = 1 ⋅ 𝛼𝛼
−1 = 1 ⋅ 𝛼𝛼 → −1 = 𝛼𝛼 = 1 

 סתירה. 

 

𝛼𝛼בור  ע .ב ∈ ℝ  :נגדיר𝑊𝑊𝛼𝛼 = {𝐴𝐴 ∈ ℝ𝑛𝑛×𝑛𝑛 ∣∣ 𝐴𝐴𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝐴𝐴 } ⊆ 𝑉𝑉. 

 

 פתרון: 

 .𝑉𝑉תמ"ו של  𝑊𝑊𝛼𝛼מתקיים כי  𝛼𝛼לכל  אכןשנוכיח 

𝛼𝛼יהי   ∈ ℝ .:ניעזר בקריטריון המקוצר 

 :𝛼𝛼לכל  אכן, מטריצת האפס מקיימת

0𝑛𝑛×𝑛𝑛 = 0𝑛𝑛×𝑛𝑛
𝑡𝑡 = 𝛼𝛼 ⋅ 0𝑛𝑛×𝑛𝑛 = 0𝑛𝑛×𝑛𝑛 

𝐴𝐴,𝐵𝐵כעת, יהיו   ∈ 𝑊𝑊𝛼𝛼   וכן𝑐𝑐 ∈ ℝ .  צ"ל𝐴𝐴 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ 𝑊𝑊𝛼𝛼:כלומר צ"ל . 

(𝐴𝐴 + 𝑐𝑐𝑐𝑐)𝑡𝑡 = 𝛼𝛼(𝐴𝐴 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) 

 אלגברת מטריצות: נפתח לפי 

(𝐴𝐴 + 𝑐𝑐𝑐𝑐)𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑡𝑡 + 𝑐𝑐𝐵𝐵𝑡𝑡 

 אבל לפי הנתון:

𝐴𝐴𝑡𝑡 + 𝑐𝑐𝐵𝐵𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝐴𝐴 + 𝑐𝑐(𝛼𝛼𝐵𝐵) = 𝛼𝛼𝐴𝐴 + 𝛼𝛼(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 𝛼𝛼(𝐴𝐴 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 

 כנדרש. 

 ∎של מ

 

𝐴𝐴נאמר כי מטריצה   לכל סעיף)נק'  15( .3 ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛   דומה למטריצה𝐵𝐵 ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛  אם קיימת𝑃𝑃 ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛 
𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴כך ש   = 𝐵𝐵 :או באופן שקול ,𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑃𝑃𝑃𝑃. 

𝐴𝐴י ע" 𝐵𝐵דומה ל  𝐴𝐴 שמן ס, נלמען הנוחות :להורך כל השא אל ערה כלליתה ∼ 𝐵𝐵. 

𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶היינה  ת .א ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛 הוכיחו שאם .𝐴𝐴  דומה ל𝐵𝐵 גם ו𝐵𝐵  דומה ל𝐶𝐶 זא 𝐴𝐴   דומה ל𝐶𝐶. 

 

 רון: פת

𝐴𝐴כיוון ש  ∼ 𝐵𝐵  וגם𝐵𝐵 ∼ 𝐶𝐶כות  , קיימות מטריצות הפי𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵 ,𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶 ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛 ך ש:כ 



�
𝐵𝐵 = 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵

−1 ⋅ 𝐴𝐴 ⋅ 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵

𝐶𝐶 = 𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶
−1 ⋅ 𝐵𝐵 ⋅ 𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶

 

𝑃𝑃וא  למצ ךצריו ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛  כך שהפיכה : 

𝐶𝐶 = 𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴 

 נתון הראשון בנתון השני ונקבל:ציב את הנ

𝐶𝐶 = 𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶
−1 ⋅ �𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵

−1 ⋅ 𝐴𝐴 ⋅ 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵� ⋅ 𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶 = �𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶
−1𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵

−1�𝐴𝐴�𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶� 

 ולכן אם נבחר: 

𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶 

 הופכית שלה: אכן הפיכה וה  𝑃𝑃ת כי  נקבל מאלגברת מטריצו

𝑃𝑃−1 = 𝑃𝑃𝐵𝐵,𝐶𝐶
−1𝑃𝑃𝐴𝐴,𝐵𝐵

−1 

 נדרש. את הולכן אכן נקבל 

 ∎משל 

 יטיביות.הטרנז תכונת . מה שהוכחנו לעיל היה𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛ילות על דמיון מטריצות הוא יחס שק שרה:הע
 שאר התכונות.הקוראים מוזמנים להוכיח את 

 

𝛼𝛼הא  י .ב ∈ 𝔽𝔽  ותהא𝐴𝐴 ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛  כך ש𝐴𝐴 = 𝛼𝛼𝐼𝐼 הוכיחו או הפריכו: קיימת .𝐵𝐵 ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛   כך ש𝐵𝐵 ≠
𝐴𝐴  וגם𝐵𝐵   דומה ל𝐴𝐴. 

 

 פתרון: 

 הפרכה 

𝔽𝔽ניקח את   = ℝ במובלע) ואת  טענת לכל על השדה ת כל שדה יעבוד אך זוהי (למען האמ𝛼𝛼 = 0. 

𝐴𝐴לכן   = 0𝑛𝑛×𝑛𝑛 .מת  כעת, נניח בשלילה שאכן קיי𝐵𝐵 ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛 קיימת  . לכןכנ"ל𝑃𝑃 ∈ 𝔽𝔽𝑛𝑛×𝑛𝑛  :כך ש 

𝑃𝑃−1𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝐴𝐴 = 0𝑛𝑛×𝑛𝑛 

 ימין ונקבל:מ 𝑃𝑃−1ני הצדדים ב  נכפיל את ש

𝑃𝑃−1𝐵𝐵 = 0𝑛𝑛×𝑛𝑛 

 :משמאל ונקבל 𝑃𝑃נכפיל את שני הצדדים ב  

𝐵𝐵 = 0𝑛𝑛×𝑛𝑛 

𝐵𝐵לכך ש  בסתירה ≠ 𝐴𝐴. 

 

𝐴𝐴הא ת .ג ∈ ℝ2×2  :מטריצה המקיימת 

𝐴𝐴 �1
1� = 2 ⋅ �1

1� 

𝐴𝐴 �1
2� = −2 ⋅ �1

2� 



2�דומה ל  𝐴𝐴הוכיחו:   0
0 −2�. 

 פתרון: 

 הפיכה כך ש:  𝑃𝑃עלינו למצוא 

𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴 = �2 0
0 −2� 

 ננחש כי:

𝑃𝑃 = �1 1
1 2� 

 יכה וכן: פה 𝑃𝑃קל לוודא כי  ). 𝑃𝑃בעמודות של  , (הוקטורים הנתונים לעיל

𝑃𝑃−1 = � 2 −1
−1 1 � 

 

 : י כפל לפי עמודותלפ נקבל נחשב את הכפלואכן, אם 

𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑃𝑃−1(𝐴𝐴𝐴𝐴) = 𝑃𝑃−1 �
| |

𝐴𝐴𝐶𝐶1(𝑃𝑃) 𝐴𝐴𝐶𝐶2(𝑃𝑃)
| |

� = 

 ! לה בדיוקהמכפנו יודעים מהי נתונים! לפיכך אנחה קטורים והם בדיוק הו 𝐶𝐶1(𝑃𝑃),𝐶𝐶2(𝑃𝑃)אבל 

= 𝑃𝑃−1 �2 −2
2 −4� = � 2 −1

−1 1 � �2 −2
2 −4� = �2 0

0 −2� 

 

 כנדרש. 

 ∎משל 

, 2ינארית ס אלגברה לעוד תלמדו בקור ההז  הטריקעל ושכל זה לא בא במקרה. מניחוש  שרה:הע
 שמו לכסון. ו

 


