
 סמסטר קיץ תשפ"ה מועד ב' 1לינארית אלגברה  –עה לפתרון הצ

 עדי מכנס

 

𝐴נתבונן במטריצה  ף(נקודות לכל סעי 8. )1 ∈ ℝ3×3  התלויה בפרמטר𝑎 ∈ ℝ. 

𝐴 = (
1 𝑎 2
0 𝑎 − 1 1
2 3 𝑎 + 1

) 

𝑎כל ערך של א. ל ∈ ℝ עו האם למערכת קב𝐴𝑥 = (
1
0
1
 יש פתרון יחיד, אינסוף פתרונות או אין פתרון. (

 

 ון:פתר

 לה נדרג את מערכת המשוואות:תחי

(
1 𝑎 2
0 𝑎 − 1 1
2 3 𝑎 + 1

|
1
0
1
)
𝑅3−2𝑅1
→     (

1 𝑎 2
0 𝑎 − 1 1
0 3 − 2𝑎 𝑎 − 3

|
1
0
−1
)
𝑅3+2𝑅2
→     (

1 𝑎 2
0 𝑎 − 1 1
0 1 𝑎 − 1

|
1
0
−1
) 

𝑅2↔𝑅3
→    (

1 𝑎 2
0 1 𝑎 − 1
0 𝑎 − 1 1

|
1
−1
0
)
𝑅3−(𝑎−1)𝑅2
→        (

1 𝑎 2
0 1 𝑎 − 1
0 0 1 − (𝑎 − 1)2

|
1
−1
𝑎 − 1

) 

= (
1 𝑎 2
0 1 𝑎 − 1
0 0 1 − 𝑎2 + 2𝑎 − 1

|
1
−1
𝑎 − 1

) = (
1 𝑎 2
0 1 𝑎 − 1
0 0 −𝑎(𝑎 − 2)

|
1
−1
𝑎 − 1

) 

𝑎ם. אם נחלק למקרי ≠ 𝑎וגם  0 ≠ יש משתנים חופשיים ולכן אין שורות סתירה וכל ה, גתצה מדוראזי המטרי 2

𝑎. אם פתרון יחיד = 𝑎או  0 =  .אין פתרוןשית הינה שורת סתירה ולכן אז השורה השלי 2

 סה"כ:

𝑎פתרון יחיד:  - ∈ ℝ ∖ {0,2}. 

𝑎אין פתרון:  - ∈ {0,2}. 

𝑎אינסוף פתרונות:  - ∈  )אין ערכים כאלו(. ∅

 

 ב. הוכיחו ש:

𝑈 = {𝑣 ∈ ℝ3 ∣∣ 𝐴𝑣 = 5𝑣 } 

 .ℝ3מרחב וקטורי של -הוא תת

 

 ון:פתר

 ואציג את שניהם. ר שאלה זויש שני דרכים לפתו

𝑣יהי : דרך א' ∈ ℝ3אזי .: 

𝑣 ∈ 𝑈 



⟺𝐴𝑣 = 5𝑣 

⟺𝐴𝑣 − 5𝑣 = 0 

⟺ (𝐴 − 5𝐼)𝑣 = 0 

⟺ 𝑣 ∈ 𝑁(𝐴 − 5𝐼) 

𝑈נו ש קיבלכלומר  = 𝑁(𝐴 − 5𝐼)  וודאי ש𝑈 מרחב.-הוא תתמרחב, משום שמרחב האפס -תת 

 

 : בעזרת הקריטריון המקוצר.ב'דרך 

 , ברור כי:תחילה -

0⃗ = 𝐴 ⋅ 0⃗ = 5 ⋅ 0⃗ = 0⃗  

 .קטור האפס(ו)שימו לב מדובר כאן בו

,𝑢יהיו  - 𝑣 ∈ 𝑈  וכן𝛼 ∈ ℝ וצ"ל ש ,𝑢 + 𝛼𝑣 ∈ 𝑈:כעת . 

𝐴(𝑢 + 𝛼𝑣) = 𝐴𝑢 + 𝛼𝐴𝑣 = 5𝑢 + 𝛼 ⋅ 5𝑣 = 5(𝑢 + 𝛼𝑣) 

𝑢ולכן  + 𝛼𝑣 ∈ 𝑈.משל  , כמבוקש∎. 

 

𝑎. עבור ג =  .dim𝑈ת חשבו א 2

 

 ון:פתר

 תהיה: 𝐴המטריצה 

(
1 2 2
0 1 1
2 3 3

) 

 מד של מרחב האפס של:א את המצריך למצווכפי שראינו בסעיף ב', 

𝐴 − 5𝐼 

 של המטריצה: המשתנים החופשייםכלומר צריך למצוא את כמות 

(
1 − 5 2 2
0 1 − 5 1
2 3 3 − 5

) = (
−4 2 2
0 −4 1
2 3 −2

)
−
1

2
𝑅1

→   (
2 −1 −1
0 −4 1
2 3 −2

)
𝑅3−𝑅1
→    (

2 −1 −1
0 −4 1
0 4 −1

) 

𝑅3+𝑅2
→    (

2 −1 −1
0 −4 1
0 0 0

) 

dim𝑈ולכן  = 1. 

 

 

𝑉במרחב הוקטורי . נתבונן 2 = ℝ2[𝑥] :ובתתי המרחבים 

𝑈 = { 𝑝 ∈ 𝑉 ∣∣ 𝑝(1) = 0 } 



𝑊 = { 𝑠 + 𝑡𝑥 + (𝑠 − 𝑡)𝑥2 ∣∣ 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ } 

 

 .ℝ3נקודות( מצאו בסיסים לתתי המרחבים הבאים של  10. )א

 i .𝑈 ∩𝑊יקו: . הסdim(𝑈 ∩𝑊) = 1. 

 

 ון:פתר

 :ריתלצורה אלגב 𝑊נעביר את 

𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2 = 𝑠(1 + 𝑥2) + 𝑡(𝑥 − 𝑥2) = span(1 + 𝑥2, 𝑥 − 𝑥2) 

 ואז:

(
1 0
0 1
1 −1 ∣

∣
∣
∣ 𝑎
𝑏
𝑐
)
𝑅3−𝑅1,𝑅3+𝑅2
→         (

1 0
0 1
0 0 ∣

∣
∣
∣ 𝑎

𝑏
𝑐 − 𝑎 + 𝑏

) 

 כלומר:

𝑊 = {𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2 ∈ 𝑉 ∣∣ 𝑐 + 𝑏 − 𝑎 = 0 } 

𝑝(𝑥)אם לצורה אלגברית.  𝑈יר את נעבמו כן כ ∈ 𝑈אזי ,: 

𝑝(1) = 0 

𝑝(𝑥)אם  כלומר = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑐𝑥2 :אז 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0 

 מערכת המשוואות: קיימים אתחיתוך ממקדמי הפולינומים שנמצאים ב ולכן

(
−1 1 1
1 1 1

)
𝑅2+𝑅1
→    (

−1 1 1
0 2 2

)

1

2
𝑅2,𝑅1−𝑅2,−𝑅1
→          (

1 0 0
0 1 1

) 

 ונקבל כי: 𝑡הוא משתנה חופשי. נציב בו פרמטר  𝑐מקדם ה

{
𝑎 = 0

𝑏 = −𝑐 = −𝑡
 

 ואז נקבל כי:

𝑈 ∩𝑊 = 0 − 𝑡𝑥 + 𝑡𝑥2 = 𝑡(−𝑥 + 𝑥2) = span(𝑥2 − 𝑥) 

dim𝑈בפרט ו ∩𝑊 = 1. 

 

 ii .𝑈 +𝑊 :הסיקו .dim(𝑈 +𝑊) = 3. 

 

 ון:פתר

מים של הסעיף הקודם, אפשר לקבל מערכת משוואות על המקד תתכזכור מלצורה פרמטרית.  𝑈נעביר את 

 ולקבל: 𝑈פולינומים ב 

(1 1 1) 



,𝑏כעת  𝑐  משתנים תלויים. נציב𝑏 = 𝑡, 𝑐 = 𝑠 :ונקבל כי 

𝑈 = −𝑡 − 𝑠 + 𝑡𝑥 + 𝑠𝑥2 = 𝑡(𝑥 − 1) + 𝑠(𝑥2 − 1) = span(𝑥 − 1, 𝑥2 − 1) 

 

 :הסעיף הקודם מתת כמו כן נזכור כי

𝑊 = span(1 + 𝑥2, 𝑥 − 𝑥2) 

 . כלומר:םאיחוד הבסיסי נצמצם לבסיס אתוכעת 

(
−1 −1 1 0
1 0 0 1
0 1 1 −1

)
𝑅1↔𝑅2,𝑅2↔𝑅3
→          (

1 0 0 1
0 1 1 −1
−1 −1 1 0

)
𝑅3+𝑅1,𝑅3+𝑅2
→         (

1 0 0 1
0 1 1 −1
0 0 2 0

) 

𝑥הוקטור  בעמודה של − 𝑥2 ין איבר פותח, ולכןא: 

𝑈 +𝑊 = span(𝑥 − 1, 𝑥2 − 1,1 + 𝑥2) 

dim(𝑈ובפרט  +𝑊) = 3. 

 

:𝑇נקודות( האם קיימת העתקה לינארית  8ב. ) 𝑉 → 𝑉   כך ש𝑈 ∩𝑊 = ker𝑇 ,𝑊 = Img𝑇? 

 

 ון:פתר

 כרים שממשפט הדרגה:זואנחנו 

dim𝑉 = dimker 𝑇 + dim Img𝑇 

 מתקבל כי:נתונים, נציב את האם  כעת

3 = 1 + dim𝑊 

 ור:כזכ .dim𝑊נותר לבדוק מהו 

𝑊 = span(1 + 𝑥2, 𝑥 − 𝑥2) 

 סיס:נצמצם לב

(
1 0
0 1
1 −1

)
𝑅3−𝑅1,𝑅3+𝑅2
→         (

1 0
0 1
0 0

) 

dim𝑊יש איבר פותח ומכאן שאכן עמודות ה תיבש = תכונות קיים את התש העתקה לינאריתכיצד נבנה . 2

𝑈 רגה. נשלים את הבסיסמשפט הדשל  בוד לפי ההוכחההמבוקשות? נע ∩𝑊  לבסיס ל𝑉הבסיס ל . כזכור ,𝑈 ∩

𝑊 :הוא 

𝐵𝑈∩𝑊 = (𝑥
2 − 𝑥) 

 אפשר להשלים לבסיס על ידי:

𝐵𝑉 = (𝑥
2 − 𝑥, 1, 𝑥2) 

וקטורים , בעוד ך יישלחו לאפסהחיתוקטורים בבסיס של כך: ו"פ משפט ההגדרה עתקה את ההעוכעת נגדיר 
 כלומר. וקטורים בבסיס של התמונהך יישלחו לשאינם בבסיס של החיתו

𝑇(𝑥2 − 𝑥) = 0 



𝑇(1) = 1 + 𝑥2 

𝑇(𝑥2) = 𝑥 − 𝑥2 

 :ההרצאהממשפט מ , כזכור. נתחיל מהתמונהאף שזה די מיותר()על  נוכיח שמתקיים המבוקש

Img 𝑇 = span(𝑇(𝑥2 − 𝑥), 𝑇(1), 𝑇(𝑥2)) = span(0,1 + 𝑥2, 𝑥 − 𝑥2) 

= span(1 + 𝑥2, 𝑥 − 𝑥2) 

dimkerמתקיים ממשפט ההגדרה כי  וכמו כן 𝑇 = 𝑥2כי , אבל אנחנו יודעים 1 − 𝑥 ש לאפס, ולכן הוא פורשלח נ
 כלומר: את הגרעין,

ker𝑇 = span(𝑥2 − 𝑥) = 𝑈 ∩𝑊 

 .∎ל וסיימנו. מש

 

:𝑇נקודות( תהא  8ג. ) 𝑉 → 𝑉  כך שImg 𝑇 = 𝑈 +𝑊כו: . הוכיחו או הפרי𝑇 .הפיכה 

 

 ון:פתר

dim𝑈את הטענה. כזכור, הוכחנו כי  נוכיח +𝑊 = dim𝑉ם , אך ג3 = . לכן מהכלה ושוויון ממדים מתקיים ש 3

Img 𝑇 = 𝑉  כלומר𝑇 שבאופרטור )התחום שווה לטווח( מתקיים ש כור על. אבל נז𝑇  חח"ע, על אם ורק אם היא
 ועל ומכאן הפיכה. ולכן היא חח"ע

 .∎משל 

 

 :הפריכו את הטענות הבאותקודות לכל סעיף( הוכיחו או נ 8. )3

𝑛א. לכל  ∈ ℕ ם: אם מתקיי𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 כלומר  סימטרית-אנטי(𝐴𝑡 = −𝐴 אזי )𝐴 .לא הפיכה 

 

 ון:פתר

 נבחר: את הטענה. פריךנ

𝐴 = (
0 1
−1 0

) ∈ ℝ2 

 אשר:כ

𝐴𝑡 = (
0 −1
1 0

) 

 שכן לאחר פעולת דירוג: הפיכה, 𝐴אבל כמובן . סימטרית-ולכן היא אנטי 𝐴−וכך גם 

(
0 1
−1 0

)
−𝑅2,𝑅1↔𝑅2
→       (

1 0
0 1

) 

 את היחידה.מקבלים 

 

,𝐴ב. לכל  𝐵 ∈ 𝔽𝑛×𝑛  כך ש𝐴𝐵 = 𝐴 + 𝐵  מתקיים: אם𝐴  הפיכה אז𝐵 .הפיכה 

 



 ון:פתר

,𝐴את הטענה. תהיינה מטריצות  וכיחנ 𝐵 ∈ 𝔽𝑛×𝑛  כך ש𝐴𝐵 = 𝐴 + 𝐵  וכן𝐴  .נביט במשוואה הראשונה:הפיכה 

𝐴𝐵 = 𝐴 + 𝐵 

 ונקבל: משמאל 𝐴−1נכפיל את שני הצדדים ב 

𝐵 = 𝐼 + 𝐴−1𝐵 

 ולכן:

𝐵 − 𝐴−1𝐵 = 𝐼 

(𝐼 − 𝐴−1)𝐵 = 𝐼 

 ולכן:

𝐵−1 = 𝐼 − 𝐴−1 

 .∎ל כמבוקש. מש

 

,𝐴. לכל שתי קבוצות סופיות מרחב וקטורי 𝑉ג. יהי  𝐵 ⊆ 𝑉  מתקיים: אםspan(𝐴) ∩ span(𝐵) ≠ ובנוסף  {0}

dim span(𝐵) = span(𝐴)אז  1 ∪ span(𝐵) מרחב וקטורי של -תת𝑉. 

 

 ון:פתר

לכן, כיוון וכל השני. אם האחד ממרחבים הוא תת מרחב אם ורק , איחוד של תתי כזכוראת הטענה.  וכיחנ

span(𝐴)שהחיתוך  ∩ span(𝐵) ו ב ו אפס בשניהם. נסמנקטור שאיניים וק, קאינו רי𝑣 ,ותראאפשר ל. כעת 

𝑣 קייםשמת ∈ span(𝐵) , אבל𝑣 ≠ span(𝐵)ולכן  0 = span(𝑣) תעכ .(דחא אוה הזה בחרמה לש דממה ןכ)ש 

span(𝐵)נוכיח כי  ⊆ span(𝐴) . יהי𝑢 ∈ span(𝐵) . לכן קיים סקלר𝛼 ∈ 𝔽  כך ש𝑢 = 𝛼𝑣 כעת .𝑣  לחיתוך, שייך

 נקבל לבסוף כי, ולכן מתכונת הסגירות של תת המרחב שייך לחיתוך 𝛼𝑣חב אזי ודאי שגם ומכיוון שהחיתוך תת מר

𝛼𝑣 = 𝑢 ∈ span(𝐴) . סה"כ הוכחנו שspan(𝐵) ⊆ span(𝐴) משל חוד שלהם הוא תת מרחב. כמבוקשלכן האיו ,∎ 

 

𝑊יהי מרחב וקטורי עמודה. כ 𝔽𝑛על . נחשוב 4 ≤ 𝑉 מרחב. נגדיר:-תת 

𝑊⊥ = {𝑣 ∈ 𝔽𝑛 ∣∣ ∀𝑤 ∈ 𝑊: 𝑣𝑡𝑤 = 0 } 

 .𝔽𝑛מרחב של -תת ⊥𝑊כו: הפרי נקודות( הוכיחו או 9א. )

 

 ון:פתר

 טריון המקוצר:יעזר בקרינ את הטענה. וכיחנ

∋ 0⃗נראה כי  - 𝑊⊥ . יהי𝑤 ∈ 𝑊0⃗: , אכן 𝑡𝑤 = 𝑤אם נסמן שכן  0 = (

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
∑הינו הביטוי לעיל  ( 0 ⋅ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = 0. 

,𝑣יהיו  - 𝑢 ∈ 𝑊⊥   וכן𝛼 ∈ 𝔽 , ונוכיח כי𝑣 + 𝛼𝑢 ∈ 𝑊⊥ יהי .𝑤 ∈ 𝑊:אזי , 

(𝑣 + 𝛼𝑢)𝑡𝑤 = (𝑣𝑡 + 𝛼𝑢𝑡)𝑤 = 𝑣𝑡𝑤 + 𝛼𝑢𝑡𝑤 = 0⃗ + 𝛼 ⋅ 0⃗ = 0⃗  

 .∎כמבוקש. משל 



 

𝑊,𝑈לכל שני תתי מרחבים נקודות( הוכיחו:  7ב. ) ≤ 𝔽𝑛 (:מתקיים )טעות הקלדה בטופס המקורי 

(𝑈 +𝑊)⊥ = 𝑈⊥ ∩𝑊⊥ 

 

 ון:פתר

 חבים על ידי הכלה דו כיוונית.וויון במרנוכיח את הש

𝑣יהי   ⊇ ∈ (𝑈 +𝑊)⊥ נוכיח כי ,𝑣 ∈ 𝑈⊥ ∧ 𝑣 ∈ 𝑊⊥ . נתחיל מ𝑈⊥ יהי .𝑢 ∈ 𝑈⊥ :וצריך להוכיח כי 

𝑣𝑡𝑢 = 0 

𝑢נבחין, כי  ∈ 𝑈 +𝑊   ור בפרט עבולכן𝑢 לכל , שכן יתקבל המבוקש𝑥 ∈ 𝑈 +𝑊   מתקבל ש𝑣𝑡𝑥 =  ⊥𝑊. עבור 0
 נה זהה לחלוטין.הטע

𝑣יהי  ⊆ ∈ 𝑈⊥ ∩𝑊⊥יח כי , נוכ𝑣 ∈ (𝑈 +𝑊)⊥ . יהי𝑥 ∈ 𝑈 +𝑊  ונוכיח כי𝑣𝑡𝑥 =  :𝑥פירוק עבור ם לכן, קיי. 0

𝑥 = 𝑢 + 𝑤 

𝑢כאשר  ∈ 𝑈  וגם𝑤 ∈ 𝑊:כעת . 

𝑣𝑡𝑥 = 𝑣𝑡(𝑢 + 𝑤) = 𝑣𝑡𝑢 + 𝑣𝑡𝑤 

𝑣אבל בגלל ש  ∈ 𝑈⊥  מתקיים כי𝑣𝑡𝑢 = 𝑣ובאותו אופן מכיוון ש , 0 ∈ 𝑊⊥  אזי𝑣𝑡𝑤 =  ובסה"כ נקבל: 0

𝑣𝑡𝑢 + 𝑣𝑡𝑤 = 0 

 .∎כמבוקש, משל 

 

𝑊ובתת המרחב  ℝ4נקודות( נתבונן ב  7ג. ) = span{(

1
0
−1
0

) ,(

2
0
1
0

 . הוכיחו או הפריכו:{(

ℝ4 = 𝑊⊕𝑊⊥ 

 

 ון:פתר

 קל לראות כי: הטענה.את  נוכיח

(

 
 
(

1
0
−1
0

) ,(

2
0
1
0

)

)

 
 

 

 תחילה נוכיח טענת עזר.. ⊥𝑊כעת נמצא בסיס ומימד ל  ת"ל.הללו בורים כי הוקט  𝑊בסיס ל 

 

𝑊יהי  טענת עזר: ≤ 𝑉  ויהי𝐵 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛}  בסיס ל𝑊 אזי .𝑣 ∈ 𝑊⊥  1אם ורק אם לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  :מתקיים כי

𝑣𝑡𝑣𝑖 =  (𝑊רק עבור הבסיס של  𝑣𝑡𝑤אפסות של וש התיק לדרמספ. )במילים: 0

𝑤יהי . ⟹נוכיח את הכיוון  ,(𝑊)כי הבסיס מוכל ב  ברור ⟸ הכיוון הוכחה: ∈ 𝑊ימים סקלרים כך ש:. לכן קי 



𝑤 = 𝛼1𝑣1 +⋯+ 𝛼𝑛𝑣𝑛  

 להוכיח כי:וצריך 

𝑣𝑡𝑤 = 0 

 כעת:

𝑣𝑡𝑤 = 𝛼1𝑣
𝑡𝑣1 +⋯+ 𝛼𝑛𝑣

𝑡𝑣𝑛 = 0 

 .∎משל הנתון. לפי 

 

 שאלה שלנו:על פי הה שעשנקבל למ י טענת העזר,על פ

𝑊⊥ = {𝑣 ∈ ℝ4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑣𝑡 ⋅ (

1
0
−1
0

) = 𝑣𝑡 ⋅ (

2
0
1
0

) = 0} 

𝑣אם נסמן  = (

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

 ה מערכת משוואות:, נקבל למעש(

{
𝑎 − 𝑐 = 0
2𝑎 + 𝑐 = 0

 

 כלומר:

(
1 0 −1 0
2 0 1 0

)
𝑅2−2𝑅1
→     (

1 0 −1 0
0 0 3 0

)

1

3
𝑅2,𝑅1+𝑅2

→       (
1 0 0 0
0 0 1 0

) 

 ן המתאים הוא:ל שהפתרווכמובן נקב

𝑊⊥ = span

(

 
 
(

0
1
0
0

) ,(

0
0
0
1

)

)

 
 

 

ℝ4ש כיח כעת נו = 𝑊⊕𝑊⊥ .וכחה, ניעזר בקריטריון שאומר שלצורך הה𝑈⊕𝑊 = 𝑉  כאשר(𝑉  )ורק  אםמונ"ס

dim𝑈אם  + dim𝑊 = dim𝑉 ם וג𝑈 ∩𝑊 = {0𝑉} . 4כי אנחנו יודעים = 2 + 2 = dim𝑊 + dim𝑊⊥ =

dimℝ4 =  שלהם הוא מרחב האפס. ראה כי החיתוך, כעת נ4

 להצגה אלגברית: 𝑊ביר את נע

(

1 2
0 0
−1 1
0 0 ∣

∣
∣
∣
∣
∣ 𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

)
𝑅3+𝑅1
→    (

1 2
0 0
0 3
0 0 ∣

∣
∣
∣
∣
∣ 𝑎
𝑏

𝑎 + 𝑐
𝑑

) 

 ולכן:

𝑊 = {(

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

) ∈ ℝ4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑏 = 𝑑 = 0} 

 להצבה אלגברית: ⊥𝑊כן נעביר את  כמו



(

0 0
1 0
0 0
0 1 ∣

∣
∣
∣
∣
∣ 𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

) 

 ולכן:

𝑊⊥ = {(

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

) ∈ ℝ4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

𝑎 = 𝑐 = 0} 

𝑊ולכן ברור כי  ∩𝑊⊥ = {(

0
0
0
0

 .∎וסיימנו. משל  {(

 

 :העשרה

זי מתאפסת אפלה סקלרית של שני וקטורים מכת כאשר ובאמ, לה סקלריתמכפמש מזכיר מ 𝑣𝑡𝑤למעשה, הביטוי 
מכפלה זה קרוי פלה סקלרית )אתם תכלילו את ההגדרה של מכ 2בקורס אלגברה לינארית . ניצביםהוקטורים 

ן להכליל לכל נית . כמו כן, התוצאה שקיבלנו בסעיף ג'𝑊ל  הניצב המרחבותקראו לו  ⊥𝑊קלו ב תית( וכן פנימית
 :תת מרחב

𝑊⊕𝑊⊥ = 𝑉 

 .צבמשפט הפירוק הנים כת גתוצאה זו נקראומונ"ס(  𝑉ר )כאש

 

𝐵, ויהי 𝔽ית מעל שדה מרחב וקטורי נוצר סופ 𝑉נקודות לכל סעיף( יהי  7. )5 = {𝑣1, … , 𝑣𝑛} .בסיס 

:𝑇תהא א.  𝑉 → 𝑉 ונרשום:ה לינאריתהעתק , 

𝑇(𝑣1) =∑𝛼𝑖𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1

 

:𝑆תהא  𝑉 → 𝑉 1נארית כך שקיים העתקה לי ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 :עבורו 

𝑆(𝑣1) = 𝑣𝑗  

∀𝑖 ≠ 1:   𝑆(𝑣𝑖) = 0 

𝑇𝑆יחו שאם הוכ = 𝑆𝑇 אז 

𝑇(𝑣𝑗) = 𝛼1𝑣𝑗  

 

 ון:פתר

𝑇𝑣𝑗 =
(1)
𝑇𝑆𝑣1 =

(2)
𝑆𝑇𝑣1 =

(3)
𝑆 (∑𝛼𝑖𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1

) =
(4)
𝛼𝑖∑𝑆𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1

=
(1)
𝛼1𝑣𝑗  

 כאשר:

𝑆𝑣1, מתקיים כי 𝑆פי ההגדרה של על  –( 1) = 𝑣𝑗 )ואפס לכל וקטור אחר( 



𝑇𝑆ה ש פי זעל  –( 2) = 𝑆𝑇. 

 .שנתנו הסימוןפי על  –( 3)

 .𝑆של  לינאריות –( 4)

 .∎משל 

 

:𝑇א ב. תה 𝑉 → 𝑉 ה לינארית העתקה לינארית כך שלכל העתק𝑆: 𝑉 → 𝑉 תקיים מ𝑇𝑆 = 𝑆𝑇 הוכיחו: קיים .𝛼 ∈ 𝔽 
 ועבור

∀𝑣 ∈ 𝑉:   𝑇𝑣 = 𝛼𝑣 

 

 ון:פתר

 סמן:נפעמים. פורמלית,  𝑛עיל את סעיף א' להפיהיה  שהמה שנע

𝑇𝑣1 =∑𝛼𝑖𝑣𝑖

𝑛

𝑖=1

 

:𝑆𝑗עתקה לינארית כעת נגדיר ה 𝑉 → 𝑉 רת משפט ההגדרה כך:בעז 

𝑆𝑗𝑣1 = 𝑣𝑗  

𝑖לכל  ≠ 1: 

𝑆𝑗𝑣𝑖 = 0 

1כיוון שלכל  ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  מתקיים כי𝑇𝑆𝑗 = 𝑆𝑗𝑇 ,:על פי סעיף א' נקבל כי 

∀1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛:   𝑇𝑣𝑗 = 𝛼1𝑣𝑗  

𝛼נסמן  = 𝛼1 יהי .𝑣 ∈ 𝑉כעת .: 

𝑇𝑣 = 𝑇(∑𝑐𝑗𝑣𝑗

𝑛

𝑗=1

) =∑𝑐𝑗𝑇𝑣𝑗

𝑛

𝑗=1

=∑𝛼𝑐𝑗𝑣𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝛼(∑𝑐𝑗𝑣𝑗

𝑛

𝑗=1

) = 𝛼𝑣 

 .∎משל ו את המבוקש. וכחנוה

 

 :ערהה

טריצה תהי מ היא:העתקות לינאריות, אבל בשפה של מטריצות הטענה בלת בשפה של מנם מסורהשאלה הזאת א

𝐴 ∈ 𝔽𝑛×𝑛 לכל כך ש𝐵 ∈ 𝔽𝑛×𝑛 ם כי מתקיי𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 אזי ,𝐴 = 𝛼𝐼 כלומר ,𝐴 .אלכסונית 



  A ∈  ℝ  3 × 3


  a ∈ ℝ


  A =  (    1  a  2   0  a − 1  1   2  3  a + 1 )


  a ∈ ℝ


  A x =  (    1   0   1 )


   (     1  a  2   0  a − 1  1   2  3  a + 1 |     1   0   1 )  →    R 3 − 2   R 1  (     1  a  2   0  a − 1  1   0  3 − 2 a  a − 3 |     1   0   − 1 )  →    R 3 + 2   R 2  (     1  a  2   0  a − 1  1   0  1  a − 1 |     1   0   − 1 )


   →    R 2 ↔   R 3  (     1  a  2   0  1  a − 1   0  a − 1  1 |     1   − 1   0 )  →    R 3 −  ( a − 1 )   R 2  (     1  a  2   0  1  a − 1   0  0  1 −    ( a − 1 ) 2 |     1   − 1   a − 1 )


   →    R 2 ↔   R 3  (     1  a  2   0  1  a − 1   0  a − 1  1 |     1   − 1   0 )  →    R 3 −  ( a − 1 )   R 2  (     1  a  2   0  1  a − 1   0  0  1 −    ( a − 1 ) 2 |     1   − 1   a − 1 )


  =  (     1  a  2   0  1  a − 1   0  0  1 −   a 2 + 2 a − 1 |     1   − 1   a − 1 ) =  (     1  a  2   0  1  a − 1   0  0  − a  ( a − 2 ) |     1   − 1   a − 1 )


  =  (     1  a  2   0  1  a − 1   0  0  1 −   a 2 + 2 a − 1 |     1   − 1   a − 1 ) =  (     1  a  2   0  1  a − 1   0  0  − a  ( a − 2 ) |     1   − 1   a − 1 )


  a ≠ 0


  a ≠ 2


  a = 0


  a = 2


  a ∈ ℝ ∖  { 0 , 2 }


  a ∈  { 0 , 2 }


  a ∈ ∅


  U =  {  v ∈  ℝ 3 ∣  A v = 5 v }


   ℝ 3


  v ∈  ℝ 3


  v ∈ U


  ⟺ A v = 5 v


  ⟺ A v − 5 v = 0


  ⟺ A v − 5 v = 0


  ⟺  ( A − 5 I ) v = 0


  ⟺  ( A − 5 I ) v = 0


  ⟺ v ∈ N  ( A − 5 I )


  ⟺ v ∈ N  ( A − 5 I )


  U = N  ( A − 5 I )


  U


   0 → = A ⋅  0 → = 5 ⋅  0 → =  0 →


  u , v ∈ U


  𝛼 ∈ ℝ


  u + 𝛼 v ∈ U


  A  ( u + 𝛼 v ) = A u + 𝛼 A v = 5 u + 𝛼 ⋅ 5 v = 5  ( u + 𝛼 v )


  u + 𝛼 v ∈ U


  ∎


  a = 2


   dim ⁡  U


  A


   (    1  2  2   0  1  1   2  3  3 )


  A − 5 I


   (    1 − 5  2  2   0  1 − 5  1   2  3  3 − 5 ) =  (    − 4  2  2   0  − 4  1   2  3  − 2 )  →  −  1 2   R 1  (    2  − 1  − 1   0  − 4  1   2  3  − 2 )  →    R 3 −   R 1  (    2  − 1  − 1   0  − 4  1   0  4  − 1 )


   →    R 3 +   R 2  (    2  − 1  − 1   0  − 4  1   0  0  0 )


   →    R 3 +   R 2  (    2  − 1  − 1   0  − 4  1   0  0  0 )


   dim ⁡  U = 1


  V =  ℝ 2  [ x ]


  U =  {  p ∈ V ∣  p  ( 1 ) = 0 }


  W =  {  s + t x +  ( s − t )   x 2 ∣  s , t ∈ ℝ }


   ℝ 3


  U ∩ W


   dim ⁡   ( U ∩ W ) = 1


  W


  a + b x + c   x 2 = s  ( 1 +   x 2 ) + t  ( x −   x 2 ) =  span ⁡   ( 1 +   x 2 , x −   x 2 )


   (     1  0   0  1   1  − 1 ∣     a   b   c )  →    R 3 −   R 1 ,   R 3 +   R 2  (     1  0   0  1   0  0 ∣     a   b   c − a + b )


  W =  {  a + b x + c   x 2 ∈ V ∣  c + b − a = 0 }


  U


  p  ( x ) ∈ U


  p  ( 1 ) = 0


  p  ( x ) = a + b x + c   x 2


  a + b + c = 0


   (    − 1  1  1   1  1  1 )  →    R 2 +   R 1  (    − 1  1  1   0  2  2 )  →   1 2   R 2 ,   R 1 −   R 2 , −   R 1  (    1  0  0   0  1  1 )


  c


  t


   {    a = 0   b = − c = − t


  U ∩ W = 0 − t x + t   x 2 = t  ( − x +   x 2 ) =  span ⁡   (   x 2 − x )


   dim ⁡  U ∩ W = 1


  U + W


   dim ⁡   ( U + W ) = 3


  U


  U


   (    1  1  1 )


  b , c


  b = t , c = s


  U = − t − s + t x + s   x 2 = t  ( x − 1 ) + s  (   x 2 − 1 ) =  span ⁡   ( x − 1 ,   x 2 − 1 )


  W =  span ⁡   ( 1 +   x 2 , x −   x 2 )


   (    − 1  − 1  1  0   1  0  0  1   0  1  1  − 1 )  →    R 1 ↔   R 2 ,   R 2 ↔   R 3  (    1  0  0  1   0  1  1  − 1   − 1  − 1  1  0 )  →    R 3 +   R 1 ,   R 3 +   R 2  (    1  0  0  1   0  1  1  − 1   0  0  2  0 )


  x −   x 2


  U + W =  span ⁡   ( x − 1 ,   x 2 − 1 , 1 +   x 2 )


   dim ⁡   ( U + W ) = 3


  T : V → V


  U ∩ W =  ker ⁡  T


  W =  Img ⁡  T


   dim ⁡  V =  dim ⁡   ker ⁡  T +  dim ⁡   Img ⁡  T


  3 = 1 +  dim ⁡  W


   dim ⁡  W


  W =  span ⁡   ( 1 +   x 2 , x −   x 2 )


   (    1  0   0  1   1  − 1 )  →    R 3 −   R 1 ,   R 3 +   R 2  (    1  0   0  1   0  0 )


   dim ⁡  W = 2


  U ∩ W


  V


  U ∩ W


    B  U ∩ W =  (   x 2 − x )


    B  V =  (   x 2 − x , 1 ,   x 2 )


  T  (   x 2 − x ) = 0


  T  ( 1 ) = 1 +   x 2


  T  (   x 2 ) = x −   x 2


  T  (   x 2 ) = x −   x 2


   Img ⁡  T =  span ⁡   ( T  (   x 2 − x ) , T  ( 1 ) , T  (   x 2 ) ) =  span ⁡   ( 0 , 1 +   x 2 , x −   x 2 )


  =  span ⁡   ( 1 +   x 2 , x −   x 2 )


  =  span ⁡   ( 1 +   x 2 , x −   x 2 )


   dim ⁡   ker ⁡  T = 1


    x 2 − x


   ker ⁡  T =  span ⁡   (   x 2 − x ) = U ∩ W


  ∎


  T : V → V


   Img ⁡  T = U + W


  T


   dim ⁡  U + W = 3


   dim ⁡  V = 3


   Img ⁡  T = V


  T


  T


  ∎


  n ∈ ℕ


  A ∈  ℝ  n × n


    A  t = − A


  A


  A =  (    0  1   − 1  0 ) ∈  ℝ 2


    A  t =  (    0  − 1   1  0 )


  − A


  A


   (    0  1   − 1  0 )  →  −   R 2 ,   R 1 ↔   R 2  (    1  0   0  1 )


  A , B ∈   𝔽  n × n


  A B = A + B


  A


  B


  A , B ∈   𝔽  n × n


  A B = A + B


  A


  A B = A + B


    A  − 1


  B = I +   A  − 1 B


  B −   A  − 1 B = I


   ( I −   A  − 1 ) B = I


   ( I −   A  − 1 ) B = I


    B  − 1 = I −   A  − 1


  ∎


  V


  A , B ⊆ V


   span ⁡   ( A ) ∩  span ⁡   ( B ) ≠  { 0 }


   dim ⁡   span ⁡   ( B ) = 1


   span ⁡   ( A ) ∪  span ⁡   ( B )


  V


   span ⁡   ( A ) ∩  span ⁡   ( B )


  v


  v ∈  span ⁡   ( B )


  v ≠ 0


   span ⁡   ( B ) =  span ⁡   ( v )


   span ⁡   ( B ) ⊆  span ⁡   ( A )


  u ∈  span ⁡   ( B )


  𝛼 ∈ 𝔽


  u = 𝛼 v


  v


  𝛼 v


  𝛼 v = u ∈  span ⁡   ( A )


   span ⁡   ( B ) ⊆  span ⁡   ( A )


  ∎


    𝔽  n


  W ≤ V


    W ⊥ =  {  v ∈   𝔽  n ∣  ∀ w ∈ W :   v  t w = 0 }


    W ⊥


    𝔽  n


   0 → ∈   W ⊥


  w ∈ W


     0 →  t w = 0


  w =  (      x 1   ⋮     x  n )


    ∑  i = 1  n  0 ⋅   x  i = 0


  v , u ∈   W ⊥


  𝛼 ∈ 𝔽


  v + 𝛼 u ∈   W ⊥


  w ∈ W


     ( v + 𝛼 u )  t w =  (   v  t + 𝛼   u  t ) w =   v  t w + 𝛼   u  t w =  0 → + 𝛼 ⋅  0 → =  0 →


  ∎


  W , U ≤   𝔽  n


     ( U + W ) ⊥ =   U ⊥ ∩   W ⊥


   ⊆


  v ∈    ( U + W ) ⊥


  v ∈   U ⊥ ∧ v ∈   W ⊥


    U ⊥


  u ∈   U ⊥


    v  t u = 0


  u ∈ U + W


  u


  x ∈ U + W


    v  t x = 0


    W ⊥


   ⊇


  v ∈   U ⊥ ∩   W ⊥


  v ∈    ( U + W ) ⊥


  x ∈ U + W


    v  t x = 0


  x


  x = u + w


  u ∈ U


  w ∈ W


    v  t x =   v  t  ( u + w ) =   v  t u +   v  t w


  v ∈   U ⊥


    v  t u = 0


  v ∈   W ⊥


    v  t w = 0


    v  t u +   v  t w = 0


  ∎


   ℝ 4


  W =  span ⁡   {  (    1   0   − 1   0 ) ,  (    2   0   1   0 ) }


   ℝ 4 = W ⊕   W ⊥


   (  (    1   0   − 1   0 ) ,  (    2   0   1   0 ) )


  W


    W ⊥


  W ≤ V


  B =  {   v 1 , … ,   v  n }


  W


  v ∈   W ⊥


  1 ≤ i ≤ n


    v  t   v  i = 0


    v  t w


  W


   ⟸


  W


   ⟹


  w ∈ W


  w =   𝛼 1   v 1 + ⋯ +   𝛼  n   v  n


    v  t w = 0


    v  t w =   𝛼 1   v  t   v 1 + ⋯ +   𝛼  n   v  t   v  n = 0


  ∎


    W ⊥ =  {  v ∈  ℝ 4 ∣    v  t ⋅  (    1   0   − 1   0 ) =   v  t ⋅  (    2   0   1   0 ) = 0 }


  v =  (    a   b   c   d )


   {    a − c = 0   2 a + c = 0


   (    1  0  − 1  0   2  0  1  0 )  →    R 2 − 2   R 1  (    1  0  − 1  0   0  0  3  0 )  →   1 3   R 2 ,   R 1 +   R 2  (    1  0  0  0   0  0  1  0 )


    W ⊥ =  span ⁡   (  (    0   1   0   0 ) ,  (    0   0   0   1 ) )


   ℝ 4 = W ⊕   W ⊥


  U ⊕ W = V


  V


   dim ⁡  U +  dim ⁡  W =  dim ⁡  V


  U ∩ W =  {  0  V }


  4 = 2 + 2 =  dim ⁡  W +  dim ⁡    W ⊥ =  dim ⁡   ℝ 4 = 4


  W


   (     1  2   0  0   − 1  1   0  0 ∣     a   b   c   d )  →    R 3 +   R 1  (     1  2   0  0   0  3   0  0 ∣     a   b   a + c   d )


  W =  {   (    a   b   c   d ) ∈  ℝ 4 ∣  b = d = 0 }


    W ⊥


   (     0  0   1  0   0  0   0  1 ∣     a   b   c   d )


    W ⊥ =  {   (    a   b   c   d ) ∈  ℝ 4 ∣  a = c = 0 }


  W ∩   W ⊥ =  {  (    0   0   0   0 ) }


  ∎


    v  t w


    W ⊥


  W


  W ⊕   W ⊥ = V


  V


  V


  𝔽


  B =  {   v 1 , … ,   v  n }


  T : V → V


  T  (   v 1 ) =   ∑  i = 1  n    𝛼  i   v  i


  S : V → V


  1 ≤ j ≤ n


  S  (   v 1 ) =   v  j


  ∀ i ≠ 1 :       S  (   v  i ) = 0


  ∀ i ≠ 1 :       S  (   v  i ) = 0


  T S = S T


  T  (   v  j ) =   𝛼 1   v  j


  T   v  j  =   ( 1 ) T S   v 1  =   ( 2 ) S T   v 1  =   ( 3 ) S  (   ∑  i = 1  n    𝛼  i   v  i )  =  ( 4 )   𝛼  i   ∑  i = 1  n  S   v  i  =  ( 1 )   𝛼 1   v  j


  S


  S   v 1 =   v  j


  T S = S T


  S


  ∎


  T : V → V


  S : V → V


  T S = S T


  𝛼 ∈ 𝔽


  ∀ v ∈ V :       T v = 𝛼 v


  n


  T   v 1 =   ∑  i = 1  n    𝛼  i   v  i


    S  j : V → V


    S  j   v 1 =   v  j


  i ≠ 1


    S  j   v  i = 0


  1 ≤ j ≤ n


  T   S  j =   S  j T


  ∀ 1 ≤ j ≤ n :       T   v  j =   𝛼 1   v  j


  𝛼 =   𝛼 1


  v ∈ V


  T v = T  (   ∑  j = 1  n    c  j   v  j ) =   ∑  j = 1  n    c  j T   v  j =   ∑  j = 1  n  𝛼   c  j   v  j = 𝛼  (   ∑  j = 1  n    c  j   v  j ) = 𝛼 v


  ∎


  A ∈   𝔽  n × n


  B ∈   𝔽  n × n


  A B = B A


  A = 𝛼 I


  A

