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 10תרגיל כיתה 

  
 1בעיה 

,(𝑋𝑋,𝑑𝑑𝑋𝑋)  יהיו (𝑌𝑌,𝑑𝑑𝑌𝑌)    .נגדיר מרחבים מטריים𝑑𝑑:𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 → ℝ  
,𝑑𝑑�(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1)באופן הבא:  (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)� ≔ max

 
{𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2),𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦1,𝑦𝑦2)} 

 מטריקה.  𝑑𝑑 -ש הוכחו א'

 
 הוכחה

 
1( 𝑑𝑑�(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)� = 0 ⇔

max
 

{𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2),𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦1,𝑦𝑦2)} = 0 ⇔ 

 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 0 ∧  𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦1,𝑦𝑦2) = 0 ⇔      
𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 ∧  𝑦𝑦1 = 𝑦𝑦2 ⇔      

(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1) = (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)         . 
2( 𝑑𝑑�(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)� = max

 
{𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2),𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦1,𝑦𝑦2)} = 

max
 

{𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥2, 𝑥𝑥1),𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦2,𝑦𝑦1)} = 𝑑𝑑�(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2), (𝑥𝑥1,𝑦𝑦1)� 

3( 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3) ≤ 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) + 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) 

𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦1,𝑦𝑦3) ≤ 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦1,𝑦𝑦2) + 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦2,𝑦𝑦3)      

𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3) ≤ 𝑑𝑑�(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)� +
𝑑𝑑�(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2), (𝑥𝑥3,𝑦𝑦3)�      

𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦1,𝑦𝑦3) ≤ 𝑑𝑑�(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)� +
𝑑𝑑�(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2), (𝑥𝑥3,𝑦𝑦3)�      



𝑑𝑑�(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), (𝑥𝑥3,𝑦𝑦3)� ≤ 𝑑𝑑�(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)� +
𝑑𝑑�(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2), (𝑥𝑥3,𝑦𝑦3)�      

 מש''ל.
 

𝑋𝑋 הקבוצה  עלמשרה  𝑑𝑑מצד אחד, המטרקה  ב'  × 𝑌𝑌 את הטופולוגיה 
משרות   𝑑𝑑𝑌𝑌-ו 𝑑𝑑𝑋𝑋המתריקות  מצד שני,ו .𝜏𝜏𝑑𝑑 -נסמן באותה אנחנו 

𝑋𝑋על האלה יוצרות  ות טופולוגיה .𝑌𝑌ועל  𝑋𝑋טופולוגיות על  × 𝑌𝑌  את
 .×𝜏𝜏 -נסמן באותה אנחנו  המכפלהטופולוגית 

×𝜏𝜏 -ש הוכיחו = 𝜏𝜏𝑑𝑑. 
 

 .הוכחה
𝑋𝑋את הטופולוגיה על  × 𝑌𝑌  מטריקה על ידי ההמושרת𝑑𝑑. 

,𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥 -נסמן ב 𝑟𝑟),𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠)   כדורים פתוחים במטריקות𝑑𝑑𝑋𝑋,𝑑𝑑𝑌𝑌 
𝑋𝑋 -בקבוצות  תתשל הבא  ףנתבונן באוסבהתאם.  × 𝑌𝑌: 
 𝓑𝓑 = {𝑩𝑩𝑿𝑿(𝒙𝒙, 𝒓𝒓) × 𝑩𝑩𝒀𝒀(𝒚𝒚, 𝒔𝒔)| 𝒙𝒙 ∈ 𝑿𝑿,𝒚𝒚 ∈ 𝒀𝒀; 𝒓𝒓, 𝒔𝒔 ∈ ℝ  } 

 .𝜏𝜏𝑑𝑑-ו ×𝜏𝜏בסיס לטופולוגיות   ℬ -מספיק להוכיח ש
 𝜏𝜏×.  

,𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥} -ידוע ש 𝑟𝑟)}  טופולוגיה בהבסיס-𝑋𝑋  ו-{𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠)}  בסיס
מרחב המחפלה ים על לפי אחד מהמשפט ,ן. לכ𝑌𝑌-טופולוגיה בה

ℬ  הרצאות,ב שהוכחו = {𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠)} ל בסיס-𝜏𝜏×.מש''ל , 

𝜏𝜏𝑑𝑑.    
,𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥-נוכיח ש הגדרת הבסיס) 1(סעיף  𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠) ∈ 𝜏𝜏𝑑𝑑 :  

(′𝑥𝑥′,𝑦𝑦) יהי ∈ 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠) . למטרה שלנו מספיק 
𝑅𝑅למצוא  >  -שכך   0
  𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥′,𝑦𝑦′),𝑅𝑅� ⊆ 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠)          (**). 

 



  גדיר:נ
𝑅𝑅 = min{𝑟𝑟 − 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥), 𝑠𝑠 − 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦′,𝑦𝑦)} 

 . את ההכלה (**)וכיח נו
 ==============הוכחה ========(

                      (𝑥𝑥′′,𝑦𝑦′′) ∈ 𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥′,𝑦𝑦′),𝑅𝑅� ⇒ 
𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥′′, 𝑥𝑥′) < 𝑅𝑅 ≤ 𝑟𝑟 − 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) ⇒ 

𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥′′, 𝑥𝑥) ≤ 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥′′, 𝑥𝑥′) + 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) < 𝑟𝑟 ⇒ 𝑥𝑥′′ ∈ 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟)  
(′′𝑥𝑥′′,𝑦𝑦)כלומר,  ∈ 𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥′,𝑦𝑦′),𝑅𝑅� ⇒ 𝑥𝑥′′ ∈ 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟). 

 בדיוק באותה דרך נקבל:
(𝑥𝑥′′,𝑦𝑦′′) ∈ 𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥′,𝑦𝑦′),𝑅𝑅� ⇒ 𝑦𝑦′′ ∈ 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠)            

 ולכן לבסוף:
 (𝑥𝑥′′, 𝑦𝑦′′) ∈ 𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥′, 𝑦𝑦′),𝑅𝑅� ⇒ (𝑥𝑥′′, 𝑦𝑦′′) ∈ 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠) , 

 )=================מש''ל ========
,𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥 -כך הוכח ש 𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠) ∈ 𝜏𝜏𝑑𝑑  ולכןℬ ⊆ 𝜏𝜏𝑑𝑑. 

 
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)אם  הגדרת הבסיס) 2(סעיף  ∈ 𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏𝑑𝑑 אז קיים  𝑅𝑅 > -כך ש 0

𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑅𝑅� ⊆ 𝑈𝑈.  
�𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑅𝑅 אבל = 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥,𝑅𝑅) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦,𝑅𝑅) ∈ ℬ. 

 :אפשר להציג בצורההשוויון  (אכן, שני האגפי
 {(𝑥𝑥′,𝑦𝑦′) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌|𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥′, 𝑥𝑥) < 𝑅𝑅 ∧ 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦′,𝑦𝑦) < 𝑅𝑅} .( 

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)לכן  ∈ 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥,𝑅𝑅) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦,𝑅𝑅) ⊆ 𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏𝑑𝑑. 
 

 לפי הגדרה. 𝜏𝜏𝑑𝑑בסיס של  ℬ -כך הוכח ש

×𝜏𝜏 ולבסוף: = ℬ� = 𝜏𝜏𝑑𝑑, מש''ל. 
  

 



   2בעיה 

𝑑𝑑:𝑀𝑀שהפונקציה  הוכיחומרחב מטרי .  (𝑀𝑀,𝑑𝑑)יהי א'  × 𝑀𝑀 → ℝ 
 רציפה.

 
 הוכחה

,𝑎𝑎)  נקודה רציפה בכל𝑑𝑑  -נוכיה ש 𝑏𝑏) ∈ 𝑀𝑀 × 𝑀𝑀.  
,𝑑𝑑(𝑎𝑎נסמן:    𝑏𝑏) = 𝑟𝑟 . תהי𝑉𝑉  סביבה של𝑟𝑟 ב- ℝ. 
𝜀𝜀אזי קיים   > 𝑟𝑟)-כך ש 0 − 𝜀𝜀, 𝑟𝑟 + 𝜀𝜀) ⊆ 𝑉𝑉לפי שוויון המשולש .  
𝑥𝑥,𝑦𝑦לכל    ∈ 𝑀𝑀: 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏) ו- 
                                                                                                                                                                                                          

𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏) :לכן 
𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 𝑟𝑟 ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏) ו- 

 𝑟𝑟 − 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏) 

𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)|  :אזי   − 𝑟𝑟| ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏)  .מזה נובע ש- 
 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐵𝐵 �𝑎𝑎, 𝜀𝜀

2
� ×  𝐵𝐵 �𝑏𝑏, 𝜀𝜀

2
� ⇒ 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ (𝑟𝑟 − 𝜀𝜀, 𝑟𝑟 + 𝜀𝜀) ⊆ 𝑉𝑉  , 
 כלומר: 

 𝑑𝑑 �𝐵𝐵 �𝑎𝑎, 𝜀𝜀
2
� ×  𝐵𝐵 �𝑏𝑏, 𝜀𝜀

2
�� ⊆ 𝑉𝑉. 

𝐵𝐵 -מכיוון ש  �𝑎𝑎, 𝜀𝜀
2
� ×  𝐵𝐵 �𝑏𝑏, 𝜀𝜀

2
𝑀𝑀פתוחה בטופולוגית המכפלה � × 𝑀𝑀 ,

,𝑎𝑎)-רציפה ב 𝑑𝑑 -הוכח ש 𝑏𝑏).מש''ל , 
 

 ) ממבחן( 7בעיה 
 

𝑓𝑓:𝑋𝑋 -ש הוכיחומ''ט.  𝑋𝑋,𝑌𝑌יהיו  → 𝑌𝑌  רציפה אם''ם 
𝐴𝐴לכל  ⊆ 𝑋𝑋  :מתקיים𝑓𝑓(�̅�𝐴) ⊆ 𝑓𝑓(𝐴𝐴)������. 



 .הוכחה
𝐴𝐴  𝑓𝑓(�̅�𝐴). נניח לכל 1כיוון  ⊆ 𝑓𝑓(𝐴𝐴)������ . שלילהב - נניח – 𝑓𝑓 .לא רציפה 

𝐹𝐹אז קיימת  ⊆ 𝑌𝑌 סגורה כך ש-    𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)  .לא סגורה  
𝐴𝐴 קחינ ≔ 𝑓𝑓−1(𝐹𝐹) לפי ההנחה אז: 

 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)���������� ⊆ 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)���������������  ⊆ 𝐹𝐹� = 𝐹𝐹 
����������𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)   כלומר,  ⊆ 𝐹𝐹                   (*) 

 נקודה לא סגורה, קיימת   𝑓𝑓−1(𝐹𝐹) -כיוון ש מ
 𝑥𝑥0 ∈ 𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)��������� − 𝑓𝑓−1(𝐹𝐹) (**)      . 

𝑥𝑥0 -גורר ש (**)  ∉ 𝑓𝑓−1(𝐹𝐹) לכןו 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ∉ 𝐹𝐹 . 
𝑓𝑓(𝑥𝑥0) -שגוררים  אבל (**) ביחד עם (*)   ∈ 𝐹𝐹  .הריסת.  
 

 ) בשלילה( -רציפה בכל נקודה ו ,רציפה כלומר 𝑓𝑓נניח  2 כיוון 
𝐴𝐴ישנה קבוצה  ⊆ 𝑋𝑋 לא מתקיים  כך ש𝑓𝑓(�̅�𝐴) ⊆ 𝑓𝑓(𝐴𝐴)������ . 

𝑥𝑥0   קודהנאז קיימת  ∈ �̅�𝐴   כך ש- 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ∉ 𝑓𝑓(𝐴𝐴)������ . 
�������𝑓𝑓(𝐴𝐴)�נסמן 
𝑐𝑐

𝑓𝑓(𝑥𝑥0) -ברור ש .𝑉𝑉-ב   ∈ 𝑉𝑉  ו- 𝑉𝑉  פתוחה 
  𝑈𝑈𝑥𝑥0קיימת סביבה  –מהרציפות בנקודה  –כמשלים לסגור. לכן 

�𝑓𝑓�𝑈𝑈𝑥𝑥0  -כך ש 𝑥𝑥0  ל ש ⊆ 𝑉𝑉 ז''א ,𝑓𝑓�𝑈𝑈𝑥𝑥0� ∩ 𝑓𝑓(𝐴𝐴)������ = ∅ . 
�𝑓𝑓�𝑈𝑈𝑥𝑥0 - , בוודאי, ולכן ∩ 𝑓𝑓(𝐴𝐴) = ∅ .    )*(** 

𝑈𝑈𝑥𝑥0אבל  ∩ 𝐴𝐴 ≠ 𝑥𝑥0 -כיוון ש ∅ ∈ �̅�𝐴 לכן קיים .𝑈𝑈𝑥𝑥0 ∩ 𝐴𝐴 𝑥𝑥 ∈  
𝑓𝑓(𝑥𝑥)ואז  ∈ 𝑓𝑓(𝐴𝐴) ל שסותר-)*(** 

 
 
 
 
 
 



 3בעיה 
𝑔𝑔1:𝑌𝑌  יהיו: מ''ט. 𝑋𝑋1,𝑋𝑋2,𝑌𝑌,𝑌𝑌!,𝑌𝑌2יהיו  → 𝑋𝑋1,𝑔𝑔2𝑌𝑌 → 𝑋𝑋2,  

 𝑓𝑓1:𝑌𝑌1 → 𝑋𝑋1, 𝑓𝑓2𝑌𝑌2 → 𝑋𝑋2  .העתקות 
𝑞𝑞1:𝑋𝑋1יהיו  × 𝑋𝑋2 → 𝑋𝑋1, 𝑞𝑞2:𝑋𝑋1 × 𝑋𝑋2 → 𝑋𝑋2 .הטלות 

 
 פתוחות. 𝑔𝑔1,𝑔𝑔2פתוחה אם''ם  (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2) -ש הוכיחוא' 

 
 תזכורת

(𝑦𝑦)(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2)מוגדרת על ידי נוסחה  (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2)העתקה  = (𝑔𝑔1(𝑦𝑦),𝑔𝑔2(𝑦𝑦)) 
𝑔𝑔1שוויונות: את ההיא מקיימת  = 𝑞𝑞1 ∘ (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2),𝑔𝑔2 = 𝑞𝑞2 ∘ (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2). 

שמקיימת  (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2)-(קל לבדוק ישירות שאינה קיימת העתקע שונה מ
 את השווינות האלה!).

רציפות לטופולוגיות בקבוצות ולנכון בלי שום קשר ה שנאמר מכל 
 ההעתקות.

 
 משפטהם ייבמידה  ואנחנו "ניזכר" על טופולוגיות ורציפות, אז מתק

 רציפות. 𝑔𝑔1,𝑔𝑔2רציפה אם''ם  (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2)שהוכח בארצאה: 
 
 
 

𝑞𝑞2 

 

𝑞𝑞1 

 

𝑔𝑔1 

 

𝑔𝑔2 

 

(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2) 

 

𝑋𝑋2  𝑋𝑋1  

𝑋𝑋1 × 𝑋𝑋2  

𝑌𝑌 



 פתוחות. 𝑔𝑔1,𝑔𝑔2פתוחה אם''ם  (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2) -תרגיל א' מבקש להוכיח שה
 

  הוכחה:
𝑔𝑔𝑖𝑖אזי  פתוחה. (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2)תהי  .1 יווןכ = 𝑞𝑞𝑖𝑖 ∘ (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2)  (𝑖𝑖 = 1,2) 

 ., מש''ל(ההרצאה) פתוחה 𝑞𝑞𝑖𝑖פתוחה כי ההטלה 
 .  𝑌𝑌-ב פתוחה 𝑉𝑉 פתוחות. תהי 𝑔𝑔1,𝑔𝑔2יהיו   .2 יווןכ

(𝑉𝑉)(𝑔𝑔1,𝑔𝑔2)אזי  = 𝑔𝑔1(𝑉𝑉) × 𝑔𝑔2(𝑉𝑉). 
 𝑔𝑔1(𝑉𝑉),𝑔𝑔2(𝑉𝑉) פתוחות ב-𝑋𝑋1,𝑋𝑋2  בהתאם כי𝑔𝑔1,𝑔𝑔2 .פתוחות  

𝑔𝑔1(𝑉𝑉)לכן  × 𝑔𝑔2(𝑉𝑉) פתוחה ב-𝑋𝑋1 × 𝑋𝑋2 פי הגדרת טופולוגית ל
 פתוחה, מש''ל.  (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2) . אזי המכפלה

 
𝑓𝑓1 -ש הוכיחוב'  × 𝑓𝑓2  פתוחה אם''ם𝑓𝑓1,𝑓𝑓2 .פתוחות 

 
 תזכורת. 

𝑓𝑓1הבניה של  × 𝑓𝑓2  נעשת כמקרה פרטי של הבניה עליה דיברנו
,𝑝𝑝1-נסמן ב בסעיף א': 𝑝𝑝2  הטלות של𝑌𝑌1 × 𝑌𝑌2 ל-𝑌𝑌1,𝑌𝑌2 בהתאם. 

𝑌𝑌נגדיר  ≔ 𝑌𝑌1 × 𝑌𝑌2   ו- 𝑔𝑔1 ≔ 𝑓𝑓1 ∘ 𝑝𝑝1, 𝑔𝑔2: = 𝑓𝑓2 ∘ 𝑝𝑝2  . 
𝑓𝑓1נגדיר  × 𝑓𝑓2:𝑌𝑌1 × 𝑌𝑌2 → 𝑋𝑋1 × 𝑋𝑋2 :על ידי השוויון 

𝑓𝑓1 × 𝑓𝑓2 ≔ (𝑔𝑔1,𝑔𝑔2) = (𝑓𝑓1 ∘ 𝑝𝑝1, 𝑓𝑓2 ∘ 𝑝𝑝2) 
 הקודמת:לפי הבניה 

(𝑓𝑓1 × 𝑓𝑓2)((𝑦𝑦1,𝑦𝑦2) = (𝑓𝑓1(𝑦𝑦1),𝑓𝑓2(𝑦𝑦2)) 
𝑓𝑓1 ∘ 𝑝𝑝1 = 𝑞𝑞1 ∘ (𝑓𝑓1 × 𝑓𝑓2) 
𝑓𝑓2 ∘ 𝑝𝑝2 = 𝑞𝑞2 ∘ (𝑓𝑓1 × 𝑓𝑓2) 



 
טופולוגיות בקבוצות לנכון בלי שום קשר ה שנאמר מכל  כמו קודם,

 רציפות ההעתקות.לו
 ם משפטייבמידה  ואנחנו "ניזכר" על טופולוגיות ורציפות, אז מתק

𝑓𝑓1שהוכח בארצאה:  × 𝑓𝑓2   רציפה אם''ם𝑓𝑓1,𝑓𝑓2  .רציפות 
 

𝑓𝑓1 -' מבקש להוכיח שבתרגיל ה × 𝑓𝑓2  פתוחה אם''ם𝑓𝑓1,𝑓𝑓2 .פתוחות 
  .הוכחה

 
 .הפתוח ההטלכל הוכח בהרצאה ש

𝑓𝑓1 תהי .1כיוון  × 𝑓𝑓2 אזי  פתוחה𝑞𝑞1 ∘ (𝑓𝑓1 × 𝑓𝑓2), 𝑞𝑞2 ∘ (𝑓𝑓1 × 𝑓𝑓2)  
𝑓𝑓1כלומר, פתוחות .  ∘ 𝑝𝑝1, 𝑓𝑓2 ∘ 𝑝𝑝2 פתוחות . 

 .  𝑌𝑌1-ב פתוחה 𝑈𝑈1תהי  
𝑓𝑓1(𝑈𝑈1)אזי  = 𝑓𝑓1(𝑝𝑝1(𝑈𝑈1 × 𝑌𝑌2)) = (𝑓𝑓1 ∘ 𝑝𝑝1)(𝑈𝑈1 × 𝑌𝑌2). 

𝑈𝑈1קבוצה  × 𝑌𝑌2 לכן פתוחה .𝑓𝑓1(𝑈𝑈1)  פתוחה. אז𝑓𝑓1   פתוחה. 
 .  𝑌𝑌2-ב פתוחה 𝑈𝑈2תהי  

𝑓𝑓2(𝑈𝑈2)אזי  = 𝑓𝑓2(𝑝𝑝2(𝑌𝑌1 × 𝑈𝑈2)) = (𝑓𝑓2 ∘ 𝑝𝑝2)(𝑌𝑌1 × 𝑈𝑈2). 

𝑞𝑞1 

 

𝑌𝑌2  𝑌𝑌1  

𝑌𝑌1 × 𝑌𝑌2  

𝑋𝑋1  

𝑝𝑝2 

 
𝑝𝑝1 

 

𝒇𝒇𝟏𝟏 

 

𝒇𝒇𝟐𝟐 

 

(𝒇𝒇𝟏𝟏 ∘ 𝒑𝒑𝟏𝟏,𝒇𝒇𝟐𝟐 ∘ 𝒑𝒑𝟐𝟐) = 𝒇𝒇𝟏𝟏 × 𝒇𝒇𝟐𝟐  

𝑋𝑋2  

𝑋𝑋1 × 𝑋𝑋2  

𝑞𝑞2 

 



𝑌𝑌1קבוצה  × 𝑈𝑈2 לכן פתוחה .𝑓𝑓2(𝑈𝑈2) .אז  פתוחה𝑓𝑓2   פתוחה. 
 

𝑓𝑓1אזי  פתוחות. 𝑓𝑓1,𝑓𝑓2. יהיו 2כיוון  ∘ 𝑝𝑝1, 𝑓𝑓2 ∘ 𝑝𝑝2 כי ההטלות  פתוחות
𝑞𝑞1 כןל .חותופת ∘ (𝑓𝑓1 × 𝑓𝑓2), 𝑞𝑞2 ∘ (𝑓𝑓1 × 𝑓𝑓2)  פתוחות 

𝑓𝑓1, סעיף א'ולפי  × 𝑓𝑓2   ה, מש''לפתוח 
 

  4בעיה 
,𝑌𝑌,𝑋𝑋1ו יהי … ,𝑋𝑋𝑛𝑛 המרחבים מ''ט כך ש𝑋𝑋𝑖𝑖(1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛) זרים.  

𝑒𝑒𝑖𝑖:𝑋𝑋𝑖𝑖יהיו  → 𝑋𝑋𝑖𝑖 ⊔ …⊔ 𝑋𝑋𝑛𝑛 הטבעיות כלותה.  
 

𝑓𝑓:𝑋𝑋1 -ש הוכיחו ⊔ …⊔ 𝑋𝑋𝑛𝑛 → 𝑌𝑌 אם''ם  פתוחה𝑓𝑓 ∘ 𝑒𝑒𝑖𝑖 פתוחה  
1לכל  ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛. 

 
 הוכחה

. לכן כל )ההרצאה(חות ופת 𝑒𝑒𝑖𝑖תקות העהפתוחה. כל  𝑓𝑓תהי  .1כיוון 
𝑓𝑓 ∘ 𝑒𝑒𝑖𝑖 כהרכבת הפתוחות, מש''ל. פתוחה 
𝑓𝑓כל  הית .2כיוון  ∘ 𝑒𝑒𝑖𝑖 תהי פתוחה .𝑈𝑈 ⊆ 𝑋𝑋𝑖𝑖 ⊔ …⊔ 𝑋𝑋𝑛𝑛  קבוצה

:𝑉𝑉𝑖𝑖 הקבוצאזי כל   פתוחה. = 𝑈𝑈 ∩ 𝑋𝑋𝑖𝑖 ב פתוחה-𝑋𝑋𝑖𝑖.  
𝑈𝑈 -ברור ש =∪𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑖𝑖חוץ מזה . 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑉𝑉) = 𝑉𝑉  כי𝑒𝑒𝑖𝑖  הכלה של𝑋𝑋𝑖𝑖. 

   לכן 
𝑓𝑓(𝑈𝑈) = 𝑓𝑓(∪𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑉𝑉𝑖𝑖) = ∪𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑓𝑓(𝑉𝑉𝑖𝑖) =∪𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑓𝑓�𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑉𝑉)�

=∪𝑖𝑖=1𝑛𝑛 𝑓𝑓 ∘ 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑉𝑉)   
𝑓𝑓כל קבוצה  ∘ 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑉𝑉)    בפתוחה-𝑌𝑌  כתמונה של קבוצה פתוחה תחת

 .פתוחה 𝑓𝑓(𝑈𝑈) פתוח ולכןהאחרון האחוד  אזהעתקה פתוחה. 
 , מש''ל.פתוחה 𝑓𝑓 -כך הוכח ש


