
 רוןתפ - 2 בית תרגיל -מבוא לטופולוגיה  
 

𝑎𝑎 -סדרת איבריו  ו 𝑥𝑥𝑛𝑛מרחב מטרי,  𝑀𝑀יהי ) 2(מהרצאה  .1 ∈ 𝑀𝑀. 
𝑥𝑥𝑛𝑛 -ש ויחהוכ → 𝑎𝑎  אם''ם לכל סביבה𝑈𝑈  של𝑎𝑎  כל אברי הסדרה פרט

 .𝑈𝑈 -מספר סופי שלהם מוכלים בל
 הוכחה

𝑥𝑥𝑛𝑛. נניח 1כיוון  → 𝑎𝑎  ותהי .𝑈𝑈  סביבה של𝑎𝑎 לפי הגדרת קבוצה  אזי
,𝐵𝐵(𝑎𝑎קיים כדור פתוח פתוחה (סביבה)  𝜀𝜀) כך ש- 𝐵𝐵(𝑎𝑎, 𝜀𝜀) ⊆ 𝑈𝑈  .  לפי

 כל אברי הסדרה פרט למספר סופי שלהם מוכליםקריטריון ההתכנסות 
,𝐵𝐵(𝑎𝑎 -ב 𝜀𝜀) הסדרה שנמצא מחוץ ל. אבל כל איבר- 𝑈𝑈 נמצא גם מחוץ ל-

 𝐵𝐵(𝑎𝑎, 𝜀𝜀) לכן מחוץ ל .- 𝑈𝑈 הסדרהת נמצאים לא יותר ממספר סופי אברי
 מש''ל.

פרט למספר סופי   𝑥𝑥𝑛𝑛כל אברי הסדרה  𝑎𝑎של  𝑈𝑈 לכל סביבהיהי  .2כוון 
𝜀𝜀הי יו 𝑈𝑈  -ב  שלהם מוכלים > 𝑈𝑈. נקבע  0 = 𝐵𝐵(𝑎𝑎, 𝜀𝜀) :   הרי כדור פתוח

פרט למספר סופי   𝑥𝑥𝑛𝑛כל אברי הסדרה  א קבוצה פתוחה. מזה נובע שוה
,𝐵𝐵(𝑎𝑎 -ב  שלהם מוכלים 𝜀𝜀)   ההתכנסות ולכן לפי קריטריון𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎  ,

 מש''ל.
 

𝐷𝐷:ℝהפונקציה  הגדרה. .2 → ℝ כך ש-𝐷𝐷 = { 1,   𝑥𝑥∈ℚ
0,    𝑥𝑥∉  ℚ  ,נקראת 

 קבוצת מספרים רציונאליים)-ℚ( . פרנקצחה דיריכלה
 פכ בכל נקודה.ינקציה דירכלה אינה רצפוש הוכיחו
 הוכחה
𝑎𝑎תהי  ∈ ℝש – בשלילה –ח י. ננ-𝐷𝐷 רציפה ב- 𝑎𝑎 .  לכל𝑛𝑛 ∈ ℕ 

𝑎𝑎 -כך ש 𝑥𝑥𝑛𝑛נגדיר  < 𝑥𝑥𝑛𝑛 < 𝑎𝑎 + 1
𝑛𝑛

𝑥𝑥𝑛𝑛 -ו  ∈ �
ℚ, 𝑛𝑛 איזוגי    
ℚ𝑐𝑐 ,     𝑛𝑛  זוגי 

 אם   

 מההגדרה נובע:
|𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑎𝑎| ≤ 1

𝑛𝑛

(1)
�� |𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑎𝑎| → 0

(2)
��𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎  

 קריטריון התכנסות מהרצאה. (2)ההקורסים הקודמים,  (1)פה: 



𝐷𝐷(𝑥𝑥𝑛𝑛)|מתקיים :  𝑛𝑛אבל לכל  − 𝐷𝐷(𝑥𝑥𝑛𝑛+1)| = ,𝑥𝑥𝑛𝑛)כי בזוג  1 𝑥𝑥𝑛𝑛+1) 
אינה סדרת  𝐷𝐷(𝑥𝑥𝑛𝑛)אירציונלי. אזי הסדרה  –מספר אחד רציונלי והשני 

 ל.''מש ,𝑎𝑎 -ב 𝐷𝐷לקריטריון רציפות  סותרקושי ולכן לא מתכנבת. זה 
 

𝑓𝑓:𝐴𝐴שהפונקציה  והוכיחמרחבים מטריים. 𝐴𝐴,𝐵𝐵יהיו  .3 → 𝐵𝐵  רציפה אם ורק
𝐵𝐵סגורה לכל קבוצה סגורה  𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)הקבוצה אם  ⊇ 𝐹𝐹. 

 הוכחה.
פתוחה לכל קבוצה  𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)רציפה אם''ם    𝑓𝑓ט מהרצאה לפי משפ

𝐵𝐵 פתוחה ⊇ 𝑈𝑈.  

𝑓𝑓−1(𝐹𝐹𝑐𝑐)�𝑐𝑐�סגורה . אזי   𝐹𝐹 -רציפה ו   𝑓𝑓נניח . 1כיוון  = 𝑓𝑓−1(𝐹𝐹).  

פתוחה. לכן לפי השוויון  𝑓𝑓−1(𝐹𝐹𝑐𝑐) פתוחה ולפי המשפט  𝐹𝐹𝑐𝑐 אבל
 .סגורה, מש''ל  𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)האחרון 

𝐵𝐵סגורה לכל קבוצה סגורה  𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)הקבוצה  . נניח2כיוון  ⊇ 𝐹𝐹 ותהי ,𝑈𝑈 
 . סגורה 𝑓𝑓−1(𝑈𝑈𝑐𝑐)ולפי ההנחה  סגורה 𝑈𝑈𝑐𝑐. אזי פתוחה

𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)�𝑐𝑐�אז  = 𝑓𝑓−1(𝑈𝑈𝑐𝑐) ו סגורה- 𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)  פתוחה. אזי לפי המשפט
𝑓𝑓   מש''לרציפה ,. 
 

מרחב מטרי נקרא "שלם" אם כל סדרת קושי במרחב  הזה  תזכורת. .4
 מתכנסת.

𝑀𝑀ותהי  מרחב מטרי שלם  𝑀𝑀יהיה  ⊇ 𝐹𝐹  .קבוצה סגורה 
 שלם. מרחב מטריהוא  𝐹𝐹מרכב  שתת והוכיח

 הוכחה.
𝑎𝑎כיח שקיימת נקודה צריך להו.  𝐹𝐹 -קושי בת סדר 𝑥𝑥𝑛𝑛נניח   ∈ 𝐹𝐹  

𝑥𝑥𝑛𝑛 -כך ש → 𝑎𝑎. 
סדרת קושי  𝑀𝑀 ,𝑥𝑥𝑛𝑛 -ושרה ממ𝐹𝐹 -. כיוון שמטריקה ב𝐹𝐹 -ם ליכייש 𝑥𝑥𝑛𝑛כל האיברים 

𝑎𝑎מרחב שלם לפי התנאי. לכן קיימת נקודה  𝑀𝑀. אבל 𝑀𝑀 -גם ב ∈ 𝑀𝑀  
𝑥𝑥𝑛𝑛 -כך ש → 𝑎𝑎. מכיוון ש- 𝐹𝐹 קבוצה סגורה ,𝑎𝑎 ∈ 𝐹𝐹מטרי . לפי הגדרת מרחב 
 שלם,  𝐹𝐹 , שלם

 
 



 הקבוצות  -ש הוכיחו) 2(מהארצאה  .5
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 .(0,1) -פתוחות ב
 הוכחה.

 קבוצה פתחה (כל המרחב).– (0,1) 
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 כחיתוך אתו (הרצאה). (0,1) -ולכן פתוחה ב ℝ-כאן פתוחה בכל קטע 
 .(0,1) -ב פתוחה כאחוד של קבוצות פתוחות 𝑈𝑈1אזי 
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 כחיתוך אתו (הרצאה). (0,1) -ולכן פתוחה ב ℝ-כאן פתוחה בכל קטע 
 .(0,1) -ב כאחוד של קבוצות פתוחותפתוחה  𝑈𝑈2אזי 

 


