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 11הרצאה 
Γ𝑓 

𝑙(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑑𝑓𝑎(𝑥 − 𝑎) 

𝑓(𝑥) = 𝑙(𝑥) + 𝑂(||𝑥 − 𝑎||)
,𝑥→𝑎

 

Γ𝑙 – מישור משיק לΓ𝑓  בנקודה(𝑎, 𝑓(𝑎)). 

𝑙(𝑥) = 𝑓(𝑎) +∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)

𝑛

𝑖=1

= 𝐴1𝑥1 +⋯+ 𝐴𝑛𝑥𝑛 + 𝐵 

Γ𝑙 – ודה מישור אפיני עבור הנק(𝑎, 𝑓(𝑎) .𝑙(𝑎) = 𝑓(𝑎) 

𝑓(𝑥) − 𝑙(𝑥) = 𝑂(||𝑥 − 𝑎||)
,𝑥→𝑎

 

 דוגמא
𝑛 = 2 

𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2 

Γ𝑓 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ
3 ∶ 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2} 

𝑧ניקח מישור  = 𝑎ב 0 = (0,0) .𝑓(𝑥) − 𝑙(𝑥) = √𝑥2 + 𝑦2 = ||𝑥, 𝑦|| ולכן זה לא ,𝑂(||𝑥 − שיק אחר , כל מישור מ(||0

𝑓(𝑥)יהיה  − 𝑓(𝑎) = 𝛼||𝑥, 𝑦|| .ולכן זה לא מישור משיק 

b 

 משוואה של מישור משיק

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑎) +∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

𝑇(𝑎,𝑓(𝑎))(Γ𝑓) 

𝑎𝑛+1 = 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑛) 

𝑥𝑛+1 − 𝑎𝑛+1 =∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎)(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)

𝑛

𝑖=1

𝑎𝑛+1 = 𝑓(𝑎)
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𝑛 = 2 
𝑎 = (𝑥0, 𝑦0) 
𝑓(𝑎) = 𝑧0 
𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 
𝑧0 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

 : 𝑇(𝑥0,𝑦0,𝑧0)המשוואה של 

𝑧 − 𝑧0 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0)  

 דוגמא

𝑧 = √1 − 𝑥2 + 𝑦2 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ Γ𝑓  , 𝑥0
2 + 𝑦0

2 < 1 , 𝑧0 = √1− 𝑥0
2 − 𝑦0

2 

𝑧 − 𝑧0 =
−𝑥0

√1 − 𝑥0
2 − 𝑦0

2
(𝑥0 − 𝑦0) +

−𝑦0

√1 − 𝑥0
2 − 𝑦0

2
(𝑦 − 𝑦0) 

𝑧 − 𝑧0 = −
𝑥0
𝑧0
(𝑥 − 𝑥0) −

𝑦0
𝑧0
(𝑦 − 𝑦0) 

𝑧0𝑧 − 𝑧0
2 = −𝑥0𝑥 + 𝑥0

2 − 𝑦0𝑦 + 𝑦0
2 

𝑥0𝑥 + 𝑦0𝑦 + 𝑧0𝑧 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2 + 𝑧0
2 = 1 

𝑥0𝑥 + 𝑦0𝑦 + 𝑧0𝑧 = 1 

 הרכבה תפונקציידיפרנציאל של 

 )כלל השרשרת( משפט
U1 ⊂∘ ℝ

𝑛, U2 ⊂∘ ℝ
𝑚 

𝑈1
𝑢
→𝑈2

𝑓
→ℝ𝑙 

 נניח ש:

1) 𝑢 דיפ' ב𝑎 ∈ 𝑈1 

2) 𝑓 דיפ' ב𝑏 = 𝑢(𝑎) ∈ 𝑈2 

𝑔(𝑥) הפונ'אזי  = 𝑓(𝑢(𝑥)) היא דיפ' ב𝑎  ומתקיים𝑑𝑔𝑎 = 𝑑𝑓𝑏 ∘ 𝑑𝑢𝑎. 

 הוכחה
𝐿 ≔ 𝑑𝑢𝑎 , 𝑀 ≔ 𝑑𝑓𝑏  

𝑢(𝑎 + ℎ) = 𝑢(𝑎) + 𝐿(ℎ) + 𝜖1(ℎ)⏟  
𝜖1(ℎ)ℎ→0

→  0

||ℎ|| 

𝑓(𝑏 + 𝑘) = 𝑓(𝑏) + 𝑀(𝑘) + 𝜖2(𝑘)⏟  
𝜖2(𝑘)𝑘→0

→  0

||𝑘|| 

𝑔(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑢(𝑎 + ℎ)) = 𝑓(𝑢(𝑎) + 𝐿(ℎ) + 𝜖1(ℎ)||ℎ||) = 𝑓 (𝑏 + 𝐿(ℎ) + 𝜖1(ℎ)||ℎ||⏟          
𝑘

) 
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𝑓(𝑏) + 𝑀(𝐿(ℎ) + 𝜖1(ℎ)||ℎ||) + 𝜖2(𝐿(ℎ) + 𝜖1(ℎ)||ℎ||) ||𝐿(ℎ) + 𝜖1(ℎ)||ℎ|||| 

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑢(𝑎)) = 𝑔(𝑎) 

𝑔(𝑎 + ℎ) = 𝑔(𝑎) +𝑀(𝐿(ℎ)) + 𝑀(𝜖1(ℎ)||ℎ||)
⏞        

𝛼(ℎ)

+ 𝜖2(𝐿(ℎ) + 𝜖1(ℎ)||ℎ||) ||𝐿(ℎ) + 𝜖1(ℎ)||ℎ||||
⏞                            

𝛽(ℎ)

⏟                                      
𝑂(||ℎ||)?

 

𝛼(ℎ)

||ℎ||
=
||ℎ||𝑀(𝜖1(ℎ))

||ℎ||
= 𝑀(𝜖1(ℎ)) 

||
𝛼(ℎ)

||ℎ||
|| ≤ ||𝑀||||𝜖1(ℎ)||

ℎ→0
→  0 ⇒ 𝛼(ℎ) = 𝑜(||ℎ||)

,ℎ→0
 

||𝐿(ℎ) + 𝜖2(ℎ)||ℎ|||| ≤ ||𝐿(ℎ)|| + ||𝜖1(ℎ)||||ℎ|| ≤ ||𝐿||||ℎ|| + ||𝜖1(ℎ)||||ℎ|| 

||𝛽(ℎ)||

||ℎ||
≤
||𝜖2(𝐿1(ℎ) + 𝜖1(ℎ))||ℎ||||

||ℎ||
(||𝐿||||ℎ|| + ||𝜖1(ℎ)||||ℎ||)

= ||𝜖2(𝐿((ℎ)) + 𝜖2(ℎ)||ℎ|||| (||𝐿|| + ||𝜖1(ℎ)||)
ℎ→0
→  0 

⇒ 𝛽(ℎ) = 𝑜(||ℎ||)
,ℎ→0

 

𝑔(𝑎 כלומר: + ℎ) = 𝑔(𝑎) +𝑀(𝐿(ℎ)) + 𝑜(||ℎ||)
ℎ→0

 

𝑑𝑓𝑏(𝑑𝑢𝑎(ℎ))ומתקיים  𝑎דיפ' ב 𝑔ולכן  = 𝑑𝑔𝑎(ℎ) 

 נוסחה למטריצת יעקובי
𝐽𝑓∘𝑢(𝑎) = 𝐽𝑓(𝑢(𝑎) ∗ 𝐽𝑢(𝑎)  

 כלל שרשרת לנגזרות
𝑔 = 𝑓 ∘ 𝑢 ; 𝑙 = 1 

𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑢1(𝑥1, … , 𝑥𝑛),… , 𝑢𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛)) 

𝐽𝑔(𝑎) = 𝐽𝑓(𝑢(𝑎))𝐽𝑢(𝑎) 

(
𝜕𝑔

𝜕𝑥1
(𝑎),… ,

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑛
(𝑎)) = (

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑢(𝑎)),… ,

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚
(𝑢(𝑎)))

(

 
 

𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

(𝑎) …
𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑛

⋮ … ⋮
𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑥1

(𝑎) …
𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑛

(𝑎)
)

 
 
  

𝜕𝑔

𝜕𝑥𝑘
(𝑎) =∑

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑖
(𝑢(𝑎))

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑘

(𝑎)

𝑚

𝑖=1

∗ 𝑔𝑥𝑘
′ = 𝑓𝑢1

′ 𝑢1,𝑥𝑘
′ +⋯+ 𝑓𝑢𝑚

′ 𝑢𝑚,𝑥𝑘
′

 

𝑓𝑢𝑗ל עם הצבות, בש להיזהר לא להתבלבי*
𝑢𝑗,𝑥𝑗וב 𝑢(𝑎)מציבים  ′

′  .𝑎מציבים  ,
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 תרגילים
1)  

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧⏞      
𝑢

, 𝑥2 + 𝑦3 + 𝑧4⏞        
𝑣

) 

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥2 + 𝑦3 + 𝑧4) +

𝜕𝑓

𝜕𝑣
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥2 + 𝑦3 + 𝑧4)2𝑥 

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

𝜕𝑓

𝜕𝑢
(  , ) +

𝜕𝑓

𝜕𝑣
( , )3𝑦3 

2) 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥𝑦𝑧) 
𝑓(𝑢); 𝑢 = 𝑥𝑦𝑧 
𝑔𝑥
′ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓𝑥

′(𝑥𝑦𝑧)𝑦𝑧 

 הגדרה
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  הומוגנית מסדר𝑚  אם∀𝜆 ∈ ℝ ∶ 𝑓(𝜆𝑥1, … , 𝜆𝑥𝑛) = 𝜆

𝑚𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

 

 ⇔ 𝑚הומו' מסדר  𝑓דיפ', אזי:  𝑓נניח 
𝑥1𝜕𝑓

𝜕𝑥1(𝑥)
+⋯+ 𝑥𝑛

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑥) = 𝑚𝑓(𝑥)   "(.ח)משוואת אויילר ממד 

 הוכחה
⇐ 

𝑓(𝜆𝑥) = 𝜆𝑚𝑓(𝑥) 
𝑑

𝑑𝜆
𝑓(𝜆𝑥) =

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝜆𝑥)𝑥1 +⋯+

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝜆𝑥)𝑥𝑛 = 𝑚𝜆

𝑚−1𝑓(𝑥) 

𝜆 = 1 ⇒ ∑𝑥𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥) = 𝑚𝑓(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

 

⇒ 

𝜆−𝑚𝑓(𝜆𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ⇔
𝑓

𝑑𝜆
(𝜆−𝑚𝑓(𝜆𝑥) = 0? 

−𝑚𝜆−𝑚−1𝑓(𝜆𝑥) + 𝜆−𝑚 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝜆𝑥)𝑥1 +⋯+

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝜆𝑥)𝑥𝑛) = 

−𝑚𝜆−𝑚−1𝑓(𝜆𝑥) + 𝜆−𝑚−1

(

 
 
∑𝑥𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑥)

𝑛

𝑖=1⏟        
𝑚𝑓(𝜆𝑥) )

 
 
= 0 

𝜆 = 1 ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑐 ⇒
𝑓(𝜆𝑥)

𝜆𝑚
= 𝑓(𝑥) 

 ותדוגמא

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2 


