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 נביט בפונקציה  .1

𝑓(𝑥) = ∑
𝑥𝑛

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

 

 .𝑓(𝑥)מצאו את תחום ההגדרה של הפונקציה  .א

, אפשר למצוא את ל פונקצית הגבול()והרי זה תחום ההגדרה ש על מנת למצוא את תחום ההתכנסותכיוון שמדובר בטור חזקות,  

 רדיוס ההתכנסות ולבדוק את הקצוות.

𝑅 =
1

lim √ |𝑎𝑛|
𝑛

=
1

lim √ 1
𝑛 + 1

 
𝑛

= lim √𝑛 (1 +
1

𝑛
)

𝑛

= lim √𝑛
𝑛

⋅ (1 +
1

𝑛
)

1
𝑛
=
1

1
= 1 

מה קורה  צריך לבדוק  )!(אבל (1,1−) כמעט אחד, ולכן תחום ההתכנסות הואקות סביב אפס עם רדיוס התכנסות טור חזמדובר ב

 בקצוות.

𝑥נציב  = −1,1 

∑
1

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

 

∑הוא שווה לטור ההרמוני  כי  זה טור מתבדר
1

𝑛
∞
𝑛=1 

∑
(−1)𝑛

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

 

פים, וגודל האיברים מתחלסימנים  –מתכנס כי מדובר בטור לייבניץ 
1

𝑛+1
 )מכנה עולה, הביטוי קטן(. רד לאפסיו 

 (1,1−]סה"כ תחום ההתכנסות הוא  

𝑓ביעו את  ה .ב (−
1

3
 באמצעות פונקציות אלמנטריות. (

 𝑓(𝑥)יך לחשב את פונקציה הגבול צר

 נתחיל בטור ההנדסי 

1

1 − 𝑥
= ∑𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 𝑥נעשה אינטגרציה איבר איבר מאפס עד  



− ln(1 − 𝑥) = ∑
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

 

 והוא ישאר טור חזקות.  𝑥כל הטור בחלק את ולכן מותר ל 𝑥האיבר הראשון בטור הוא  

− ln(1 − 𝑥)

𝑥
= ∑

𝑥𝑛

𝑛 + 1

∞

𝑛=0

 

 ות סליקה באפס. תחום ההתכנות פרט לאפס, נשים לב שלפונקציה משמאל יש אי רציפפנים ב 𝑥שיוויון זה נכון לכל 

 

 כ סה"

𝑓 (−
1

3
) =

− ln (1 +
1
3
)

−
1
3

= 3 ln (
4

3
) 

 ביט בסדרת הפונקציותנ .2

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑒
−𝑛𝑥 

 .𝑓(𝑥)מצאו את תחום ההגדרה של פונקצית הגבול של הסדרה   .א

𝑛כפרמטר קבוע ומשאיפים   𝑥כאשר מחשבים את פונקצית הגבול, מתייחסים לראשית  → ∞ 

lim
𝑛→∞

𝑒−𝑛𝑥 =? 

𝑥אם  < 𝑛𝑥−אזי  0 → 𝑒−𝑛𝑥ולכן   ∞ →  וזה מחוץ לתחום ההתכנסות.  ∞

𝑥אם  = 𝑒−𝑛𝑥אזי  0 =  וזה בתחום ההתכנסות 1

𝑥אם  > 𝑒−𝑛𝑥אזי  0 → {𝑒−∞} →  ושוב בתחום ההתכנסות. 0

 ת הגבול היא וכן פונקצי (∞,0]ת הגבול הוא סה"כ תחום ההגדרה של פונקצי

𝑓(𝑥) = {
1 𝑥 = 0
0 𝑥 > 0

 

 .[0,1]בעו והוכיחו אם הסדרה מתכנסת במידה שווה בתחום  ק .ב

 התכנסות במ"ש בקטע.  איןואילו הפונקציות בסדרה כן רציפות, ולכן  [0,1]ה בקטע אינה רציפת הגבול פונקצי

 

 : ראשית נוכיח עם ההגדרה לפי סדרת החסמים: העשרה

𝑑𝑛 = sup
[0,1]

|𝑒−𝑛𝑥 − 𝑓(𝑥)| 

𝑥י ב נשים לב כ =  נקבל כי 0



𝑒0 − 𝑓(0) = 1 − 1 = 0 

 ערך הנמוך ביותר האפשרי עבור ערך מוחלט( ולכן ולכן הסופרמום לא יהיה בנקודה הזו )הרי אפס הוא ה

𝑑𝑛 = sup
(0,1]

|𝑒−𝑛𝑥 − 𝑓(𝑥)| = sup
(0,1]

|𝑒−𝑛𝑥 − 0| = sup
(0,1]

𝑒−𝑛𝑥 

 מאלי מדובר בפונקציה יורדת, הסופרמום יהיה הגבול של הקצה הש

lim
𝑥→0+

𝑒−𝑛𝑥 = 1 

𝑑𝑛ולכן   ↛  "ש ואין התכנסות במ 0

 

 ?(∞,1]מה אם היינו שואלים על התחום  

𝑑𝑛 = sup
[1,∞)

|𝑒−𝑛𝑥 − 0| = sup
[1,∞)

𝑒−𝑛𝑥 

 קציה יורדת, הסופרמום בקצה השמאלי ולכן דובר בפונשוב, מ

𝑑𝑛 = e
−𝑛 → 0 

 יש התכנסות במ"ש.  כןוכאן  

𝑓:ℝ2הי ת .3 → 𝑅 בעלת נגזרות חלקיות רציפות יליתפונקציה דיפרנציאב , 

−)בכיוון   𝑓להיות הנגזרת של  ℎ(𝑡)ונגדיר את הפונקציה  sin(𝑡) , cos(𝑡))   בנקודה(cos(𝑡) , sin(𝑡)). 

∫חשבו את האינטגרל  ℎ(𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0
 . 𝑓, הביעו תשובתכם באמצעות הפונקציה  

 ℎ(𝑡)שית נחשב את הפונקציה רא

 היא  �⃗�כי הנגזרת בכיוון  נזכור 

𝑓�⃗⃗�(𝑥, 𝑦) = ∇𝑓(𝑥, 𝑦) ⋅
�⃗�

||�⃗�||
 

�⃗�הכיוון הנתון הוא   𝑡עת, ב כ = (− sin(𝑡) , cos(𝑡)) ( !שהוא כבר מנורמל||�⃗�|| = 1) 

 לכן 

ℎ(𝑡) = 𝑓�⃗⃗�(cos(𝑡) , sin(𝑡)) = (𝑓𝑥(cos(𝑡) , sin(𝑡)), 𝑓𝑦(cos(𝑡) , sin(𝑡))) ⋅ (− sin(𝑡) , cos(𝑡)) = 

= 𝑓𝑥(cos(𝑡) , sin(𝑡)) ⋅ (− sin(𝑡)) + 𝑓𝑦(cos(𝑡) , sin(𝑡)) ⋅ cos (𝑡) 

 רת זה בדיוק הנגזרת של הפונקציה אבל לפי כלל השרש 

𝑔(𝑡) = 𝑓(cos(𝑡) , sin(𝑡)) 

 ת( ביליציאדיפרנ 𝑓)זה חוקי כי  



 לכן סה"כ 

∫ ℎ(𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0

= ∫ 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0

= [𝑔(𝑡)]0
𝜋 = 𝑔(𝜋) − 𝑔(0) = 𝑓(−1,0) − 𝑓(1,0) 

𝑔′(𝑡)דוא חוקי כי די של החהשימוש במשפט היסו = ℎ(𝑡)   רציפה, כי הנגזרות של𝑓 ת.רציפו 

,𝑓(𝑥ביט בפונקציה נ .4 𝑦) = 1 − √𝑥2 + 𝑦2 

,𝑥)מצאו את משוואת המישור המשיק לגרף הפונקציה מעל הנקודה  .א 𝑦) = (
1

√2
,
1

√2
). 

,𝑎)בנקודה  אביליתמשוואת המישור המשיק לפונקציה דיפרנצי 𝑏) ת( היא טריו ילית כצירוף של אלמנ)זו דיפרנציאב 

𝑧 = 𝑓𝑥(𝑎, 𝑏)𝑥 + 𝑓𝑦(𝑎, 𝑏)𝑦 + 𝐶 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = −
2𝑥

2√𝑥2 + 𝑦2
 

𝑓𝑥 (
1

√2
,
1

√2
) = −

1

√2
 

 באופן דומה 

𝑓𝑦 (
1

√2
,
1

√2
) = −

1

√2
 

 ולכן המישור המשיק הוא 

𝑧 = −
1

√2
𝑥 −

1

√2
𝑦 + 𝐶 

)ף הפונקציה בנקודה ? צריך שהמישור המשיק יעבור בגר𝐶מוצאים את הקבוע כיצד 
1

√2
,
1

√2
). 

 הנקודה על הגרף היא 

(
1

√2
,
1

√2
, 𝑓 (

1

√2
,
1

√2
)) = (

1

√2
,
1

√2
, 0) 

 ישור המשיקנציב את הנקודה במ

0 = −
1

2
−
1

2
+ 𝐶 

𝐶 = 1 

 סה"כ המישור המשיק הינו 

𝑧 = −
1

√2
𝑥 −

1

√2
𝑦 + 1 



 

,𝑓(𝑥מלי של הפונקציה יצאו את הערך המקסימלי והערך המינמ .ב 𝑦)  בתחום𝐷 = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≤
1

2
}. 

 קודות בהן הגרדיאנט מתאפס.ים התחום, כלומר נפש נקודות חשודות בפנראשית נח

∇𝑓 = (−
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
, −

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
) 

ולכן לא  𝐷יש שם בעייה( אבל בכל מקרה, זה מחוץ לתחום  המכנה מתאפס ו  אורה, הרי)לכ (0,0)הגרדיאנט מתאפס בנקודה  

 מעניין.

 

 'על השפה באמצעות כופלי לגראנזחפש נקודות חשודות כעת נ

 ה היא השפ

𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 −
1

2
= 0 

 אנז' הן ולכן משוואות כופלי לגר

{

𝑓𝑥 = 𝜆𝑔𝑥
𝑓𝑦 = 𝜆𝑔𝑦
𝑔 = 0

 

 כאשר  



∇𝑔 = (2(𝑥 − 1), 2𝑦) 

𝑔∇, כמו כן =  רלוונטית.כן אינה שהיא אינה על השפה, ול  (1,0)בנקודה  (0,0)

 המשוואות הן 

{
  
 

  
 −

𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
= 2𝜆(𝑥 − 1)

−
𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
= 2𝜆𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 =
1

2

 

 יה ונקבל ואה השנינעביר אגף ונוציא גורם משותף במשו

𝑦 (2𝜆 +
1

√𝑥2 + 𝑦2
) = 0 

 לכן אחד מהנכפלים צריך להיות אפס. 

2𝜆אם  = −
1

√𝑥2+𝑦2
 נציב את זה במשוואה הראשונה  

−
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
= −

1

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑥 − 1) 

 ולכן 

𝑥 = 𝑥 − 1 

0 = −1 

 תירה. ס

𝑦לכן   =  נציב באילוץ , 0

(𝑥 − 1)2 =
1

2
 

(𝑥 − 1) = ±
1

√2
 

𝑥 = 1 ±
1

√2
 

𝑦אה השנייה ה כלשהו שלא ממש אכפת לנו ממנו, כי במשוו 𝜆נציב את זה במשוואה הראשונה, ונקבל  =  .𝜆ס את  מאפ 0

 מצאנו זוג נקודות חשודות

(1 ±
1

√2
, 0) 



 נציב אותן בפונקציה

𝑓 (1 ±
1

√2
, 0) = 1 − √(1 ±

1

√2
)
2

= 1 − (1 ±
1

√2
) = ∓

1

√2
 

ימום הוא המקס
1

√2
 

−המינימום הוא  
1

√2
 

 

  



𝐷הי בית שתחום הרצפה שלו הוא  י .5 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ ,𝑓(𝑥וגובה התקרה שלו הוא  {1 𝑦) = |𝑥|. 

 הכולל של הבית )רצפה, קירות ותקרה(. מצאו את שטח הפנים 

 

 :ףשרטוט יפה נוס

 

 1שניתן ע"י אינטגרל כפול על הפונקציה  𝐷טח התחום  חישוב שטח הרצפה הוא בעצם חישוב ש

𝑆1 =∬1𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= 𝜋 

 .𝜋א  היא מעגל היחידה וידוע ששטחו הופה כי הרצ

 בה, על המסילה שהיא השפה של התחום.ושטח קירות הבית נתון ע"י אינטגרל קווי מסוג ראשון של הפונקציה של הג

𝑆2 = ∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑟
𝐶

 



 יזציה של השפה, במקרה זה ראשית, צריך פרמטר

𝑟(𝑡) = (cos(𝑡) , sin(𝑡)) 

𝑡 ∈ [0,2𝜋] 

 ולכן 

𝑆2 = ∫|𝑥|𝑑𝑟
𝐶

= ∫ |cos(𝑡)| ⋅ √(− sin(𝑡))2 + (cos(𝑡))2𝑑𝑡
2𝜋

0

= ∫ |cos (𝑡)|𝑑𝑡
2𝜋

0

 

 נפצל לתחומים על מנת להפטר מהערך המוחלט:

= ∫ cos(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

−∫ cos(𝑡) 𝑑𝑡

3𝜋
2

𝜋
2

+∫ cos(𝑡) 𝑑𝑡
2𝜋

3𝜋
2

= 4 

 במבחן צריך להראות אותו(.  הסתם מן )חישוב האינטגרל קל, למרות ש

 מסוג ראשון כעת על מנת לחשב את שטח התקרה, נשתמש באינטגרל משטחי 

𝑆3 =∬ 1𝑑𝑆
𝑀

 

 הוא משטח התקרה.  𝑀כאשר  

 . אבל פרמטריזציה של משטח של גרף פונקציה קלה מאד וסטנדרטית!ראשית צריך לעשות פרמטריזציה

𝑠(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) = (𝑥, 𝑦, |𝑥|) 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 

𝑥תחום לשניים כאשר  נחלק את ה ≥ 𝑥וכאשר   0 ≤ 0 

𝐷1 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥
2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑥 ≥ 0} 

𝐷2 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥
2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑥 ≤ 0} 

 היא  𝐷1טריזציה על הפרמ

𝑠(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑥) 

𝑠𝑥 × 𝑠𝑦 = det (
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
1 0 1
0 1 0

) = −𝑖̂ + �̂� 

|𝑠𝑥 × 𝑠𝑦| = √1
2 + 12 = √2 

∬ 1𝑑𝑆
𝑀1

=∬ √2𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷1

= √2 ⋅
𝜋

2
 

 ל היחידה. זה כיוון שהתחום הוא חצי עיגו



 כי באופן דומה אפשר גם להראות 

∬ 1𝑑𝑆
𝑀2

= √2 ⋅
𝜋

2
 

 קרה הוא שטח הת סה"כ

𝑆3 = 2 ⋅ √2 ⋅
𝜋

2
= √2𝜋 

 סה"כ שטח הפנים של כל הבית הוא 

4 + 𝜋 + √2𝜋 = 4 + (1 + √2)𝜋 

 יםמשטח והיי .6

𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)| 𝑧 = 1 − √𝑥2 + 𝑦2, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1} 

𝑇 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑧 = 0} 

 ויהי שדה וקטורי 

�⃗� = 𝑖̂ + 𝑗̂ + �̂� 

 הקדמה: 

𝑀נשים לב כי   ∪ 𝑇  הוא השפה של הגוף𝑉 ⊆ ℝ3 

𝑉 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|0 ≤ 𝑧 ≤ 1 − √𝑥2 + 𝑦2} 

השפה כאשר הנורמל כלפי חוץ המשטח  על  השדה הוקטורי אם נחשב את האינטגרל המשטחי על (אוס )הדיברגנץגלכן לפי משפט 

 נקבל את האינטגרל המשולש על הדיברגנץ: 

∬ �⃗� ⋅ �̂�𝑑𝑆
𝑀∪𝑇

=∭𝑑𝑖𝑣(�⃗�)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=∭∇ ⋅ �⃗�𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= 0 

 כיוון ש 

𝑑𝑖𝑣(�⃗�) = ∇ ⋅ �⃗� = (
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
) (1,1,1) = 0 + 0 + 0 = 0  

 לכן 

∬ �⃗� ⋅ �̂�𝑑𝑆
𝑀∪𝑇

= 0 

 ולכן 

∬ �⃗� ⋅ �̂�𝑑𝑆
𝑀

+∬�⃗� ⋅ �̂�𝑑𝑆
𝑇

= 0 



חיובי )כמו   𝑧ב  הנורמל צריך להיות עם רכי 𝑀חום, במקרה שלנו בתחום ד כלפי חוץ התכאשר נשים לב שכיוון הנורמל הוא תמי

 שלילי )כמו בסעיף ב'(  𝑧ב  )שזו התחתית של הגוף( עם רכי 𝑇ום בסעיף א', והנורמל בתח

 ל כן מספיק לחשב אחד מהם בלבד.סה"כ גילינו שהאינטגרל בסעיף א' הוא מינוס האינטגרל בסעיף ב' וע

∬שבו את האינטגרל המשטחי מסוג שני  ח .א �⃗� ⋅ �̂�𝑑𝑆
𝑀

 חיובי.  𝑧כאשר הנורמל בעל רכיב   

 נעזר במשפט סטוקס. 

�⃗�עבורו   �⃗�קטור  מצא שדה ונ = 𝑟𝑜𝑡(�⃗�) 

 ז  כי א

∳�⃗�𝑑𝑟
𝐶

=∬ 𝑟𝑜𝑡(�⃗�) ⋅ �̂�𝑑𝑆
𝑀

 

 ו מכירים. ה להיות בכיוון נגד השעון הרגיל שאנריכצ כיוון שהנורמל כלפי מעלה, השפה שהיא מעגל היחידה, 

 שפה היאיזציה של ההפרמטר

𝑟(𝑡) = (cos(𝑡) , sin(𝑡) , 0) 

𝑡 ∈ [0,2𝜋] 

�⃗�מנת למצוא את  על = 𝑃𝑖̂ + 𝑄𝑗̂ + 𝑅�̂�  נרשום את המשוואה 

𝑟𝑜𝑡(�⃗�) = ∇ × �⃗� = �⃗� 

det

(

 
 
𝑖̂ 𝑗̂ �̂�
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑃 𝑄 𝑅 )

 
 
= (𝑅𝑦 − 𝑄𝑧, 𝑃𝑧 − 𝑅𝑥 , 𝑄𝑥 − 𝑃𝑦) =⏟

רצוי 

(1,1,1) 

 ננחש 

𝑅 = 𝑦 

𝑃 = 𝑧 

𝑄 = 𝑥 

 וואלה, הצליח! 

�⃗� = 𝑧𝑖̂ + 𝑥𝑗̂ + 𝑦�̂� 

 ולכן 

∳�⃗�𝑑𝑟
𝐶

= ∫ �⃗�(𝑟(𝑡)) ⋅ 𝑟′(𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

= ∫ (0, cos(𝑡) , sin(𝑡)) ⋅ (− sin(𝑡) , cos(𝑡) , 0)𝑑𝑡
2𝜋

0

= 



= ∫ cos2(𝑡) 𝑑𝑡
2𝜋

0

= 𝜋 

 תוצאת האינטגרל נחשבת ידועה. 

∬שבו את האינטגרל המשטחי מסוג שני  ח .ב �⃗� ⋅ �̂�𝑑𝑆
𝑇

 שלילי. 𝑧, כאשר הנורמל בעל רכיב  

 𝜋−מה, האינטגרל הוא  לפי כל ההקד 

 כמו בסעיף קודם!ה השפה הערה: גם את אינטגרל זה אפשר לחשב לפי סטוקס כאשר השפה של המשטח היא אות

 .מתצאה הקודגיל ולכן נקבל את מינוס התורק כיוון שהנורמל הוא כלפי מטה, הסיבוב נגד כיוון השעון הפוך מהר


