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N שעבור לב נשים .(X,S, µ) חיובית מידה מרחב לכל Lp (X) מרחבי את הגדרנו הגדרה:
.ℓp (X) = {(x) |

∑∞
n=1 |xn|p < ∞} נסמן .∥x∥p =

∑∞
n=1 |xn|p כי נקבל הספירה מידת עם

.(Lp (X)ל־ (בדומה בנך מרחב זהו

T : X → Y לינארי אופרטור .F שדה מעל ונורמיים לינאריים מרחבים X,Y יהיו הגדרה:
.T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y) ,x, y ∈ X ולכל α, β ∈ F לכל המקיימת העתקה הוא

.φ : X → F לינארית העתקה הוא לינארי פונקציונל בפרט,

לפי נורמה להגדיר אפשר T : X → Y לינארי אופרטור לכל הגדרה:

∥T∥ = sup
0 ̸=x∈X

∥Tx∥
∥x∥

= sup
∥x∥=1

∥Tx∥

.∥T∥ < ∞ אם חסום נקרא T

רציף. הוא אם ורק אם חסום הוא פונקציונל) (ובפרט לינארי אופרטור משפט:

המקסימום בנורמת כי הראו .T (f) = f (0) לפי T : C [0, 1] → R פונקציונל נגדיר תרגיל:
רציף. לא T ,∥·∥2 בנורמת אבל רציף, T

ש־ כך f ∈ C [0, 1] תהי רציף. ולכן חסום T כי נראה המקסימום, בנורמת פתרון:
∥T∥ = לכן .T (f) = f (0) ≤ 1 ובפרט ,maxx∈[0,1] |f (x)| = 1 כלומר .∥f∥ = 1

רציף. ולכן חסום T אז .sup∥f∥=1 ∥T (f)∥ ≤ 1 < ∞

fn (x) = לפי סדרה נגדיר .∥f∥2 =
(∫ 1

0
|f |2 dm

) 1
2

היא במרחב הנורמה כי נניח כעת

אבל בנורמה, fn → 0 כי נראה רציפות). פונקציות אכן (אלו .

{
1− nx x ∈

[
0, 1

n

]
0 x ∈

[
1
n , 1
]

כן, אם .T (fn) 9 T (0)

∥fn − 0∥ = ∥fn∥2 =

(∫ 1

0

|fn|2 dm
) 1

2

=

(∫ 1
n

0

|fn|2 dm

) 1
2

=

(∫ 1
n

0

|1− nx|2 dm

) 1
2

=

(∫ 1
n

0

n2x2 − 2nx+ 1dm

) 1
2

=

(
n2x3

3
− nx2 + x|

1
n
0

) 1
2

=
1√
3n

→ 0

רציף. לא T לכן .T (0) = 0 אבל T (fn) = fn (0) = 1 ,n לכל זאת, לעומת
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⟨·, ·⟩ : X×X → F פונקציה היא פנימית מכפלה .F שדה מעל לינארי מרחב X יהי הגדרה:
:α, β ∈ Fו־ u, v, w ∈ X לכל המקיימת

u = 0 אם ורק אם שוויון ויש ,⟨u, u⟩ ≥ 0 אי־שליליות: •

⟨αu+ βv,w⟩ = α ⟨u,w⟩+ β ⟨v, w⟩ הראשון: ברכיב לינאריות •

⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ הרמיטיות: •

מכפלה היא ⟨A,B⟩ = tr (AB∗) כי הוכיחו .A∗ = AT נגדיר Cn×n במרחב תרגיל:
המרחב. על פנימית

מאי־שליליות. נתחיל מתקיימים. התנאים שכל נראה פתרון:

⟨A,A⟩ = tr (AA∗) =

n∑
k=1

(AA∗)kk =

n∑
k=1

Rk (A)Ck (A
∗)

=

n∑
k=1

n∑
m=1

akmakm =

n∑
k=1

n∑
m=1

|akm|2 ≥ 0

מתקיים α, β לכל כן, כמו .0 הם Aב־ האיברים כל אם ורק אם שוויון יש

⟨αA+ βB,C⟩ = tr ((αA+ βB)C∗) = tr (αAC∗ + βBC∗) = tr (αAC∗)+tr (βBC∗)

= αtr (AC∗) + βtr (BC∗) = α ⟨A,C⟩+ β ⟨B,C⟩
אכן, הרמיטיות. להוכיח נותר

⟨B,A⟩ = tr (BA∗) = tr
(
(BA∗)

T
)
= tr (A∗TBT ) = tr

(
A∗TBT

)
= tr (AB∗) = ⟨A,B⟩

.∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ לפי נורמה נגדיר פנימית. מכפלה מרחב X יהי המקבילית): (זהות טענה

אז

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2 ∥x∥2 + 2 ∥y∥2

פנימית. מכפלה מאף מושרית לא C [a, b] במרחב המקסימום נורמת כי הראו תרגיל:

נגדיר פנימית. מכפלה מרחב לא זה ולכן מתקיים, לא המקבילית שוויון כי נראה פתרון:

f =

{
2

a−bx− a+b
a−b x ∈

[
a, a+b

2

]
0 x ∈

[
a+b
2 , b

] , g =

{
0 x ∈

[
a, a+b

2

]
2

b−ax− a+b
b−a x ∈

[
a+b
2 , b

]
ומשם הקטע, באמצע 0 עד לינארית ויורדת מ־1 מתחילה f - ציור ידי על יותר להבין (קל
לראות אפשר ל־1). לינארית עולה מאמצעו והחל הקטע אמצע עד ב־0 מתחילה g .0 נשארת

לכן ,∥f∥ = ∥g∥ = ∥f + g∥ = ∥f − g∥ = 1 כי

2 = 1 + 1 = ∥f + g∥2 + ∥f − g∥2 ̸= 2 ∥f∥2 + 2 ∥g∥2 = 2 + 2 = 4
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שלם. פנימית מכפלה מרחב הוא הילברט מרחב הגדרה:

לינארי פונקציונל φ : H → F ויהי הילברט מרחב H יהי ריס): של ההצגה (משפט משפט
.φ (y) = ⟨x, y⟩ מתקיים y ∈ H שלכל כך x ∈ H קיים אז רציף.

פרט xn = ש־0 כך x ∈ ℓ2 הסדרות של תת־המרחב להיות M ⊆ ℓ2 את נגדיר תרגיל:
.Mב־ מתקיים לא ריס של ההצגה משפט כי הראו איברים. של סופי למספר

את יורש M .⟨x, y⟩ =
∑∞

n=1 xnyn לפי פנימית מכפלה עם הילברט, מרחב הוא ℓ2 פתרון:
סדרת נגדיר (למשל, שלם. לא הוא כי הילברט מרחב לא M אבל פנימית, מכפלה אותה
לגבול מתכנסת שלא קושי סדרת זו .xn =

(
1, 1

2 , . . . ,
1
n , 0, . . .

)
לפי {xn} ⊆ M סדרות

חסום והוא לינארי, פונקציונל אכן זה .L (y) =
∑∞

n=1
yn

n2 הפונקציונל את נגדיר .(Mב־
|yn| ≤ 1 בפרט, .∥y∥ = 1 עם סדרה y ∈ M תהי חסום? הפונקציונל מדוע רציף. ולכן

לכן .n לכל

|L (y)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

yn
n2

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

|yn|
n2

≤
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6

קיים כלומר מתקיים, ריס של ההצגה שמשפט בשלילה נניח כעת .∥L∥ ≤ π2

6 < ∞ ואז
מתקיים n > N שלכל כך N קיים .L (y) = ⟨x, y⟩ מתקיים y ∈ M שלכל כך x ∈ M

אבל ,L (y) = 1
n2 אז .yn =

{
1 n = n0

0 n ̸= n0

לפי y סדרה ונגדיר n0 > N נבחר .xn = 0

בסתירה. ⟨x, y⟩ =
∑∞

n=1 xnyn = 0

קבוצה. S ⊆ X ותהי פנימית, מכפלה מרחב X יהי הגדרה:
.S⊥ = {x ∈ X | ∀s ∈ S : ⟨x, s⟩ = 0} נגדיר

פירוק יש f ∈ H לכל אז סגור. תת־מרחב E ⊆ H ויהי הילברט, מרחב H יהי משפט:
.E על f של האורתוגונלי ההיטל נקרא g .h ∈ E⊥ו־ g ∈ E כאשר f = g + h

הילברט. מרחב H יהי תרגיל:

סגורה. קבוצה היא S⊥ אז תת־מרחב, S ⊆ H אם כי הראו .1

סגורה. S אם ורק אם S =
(
S⊥)⊥ כי הראו .2

.v ∈ S⊥ מתקיים vn → vש־ כך {vn} ⊆ S⊥ סדרה שלכל נוכיח הראשון, לסעיף פתרון:

.fs (x) = ⟨x, s⟩ לפי פונקציונל נגדיר .⟨vn, s⟩ = 0 מתקיים s ∈ S ולכל n לכל כן, אם
ולכן רציף, פוקציונל זהו ריס של ההצגה ממשפט

⟨v, s⟩ = fs (v) = lim
n→∞

fs (vn) = lim
n→∞

⟨vn, s⟩ = 0

.v ∈ S⊥ כלומר .s ∈ S לכל
Sש־ נניח הקודם. מהסעיף סגורה, S אז S =

(
S⊥)⊥ אם כי לראות קל השני, הסעיף עבור

לכל ניצב Sב־ איבר כל כי ברורה, S ⊆
(
S⊥)⊥ ההכלה .S =

(
S⊥)⊥ כי ונוכיח סגורה,
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פירוק יש ולכן סגור, תת־מרחב היא S .v ∈ S כי נראה .v ∈
(
S⊥)⊥ יהי כעת שלו. ניצב

(כי h = v − g ∈
(
S⊥)⊥ ולכן ,g ∈

(
S⊥)⊥ בפרט .h ∈ S⊥ו־ g ∈ S כאשר v = g + h

כלומר ,h = 0 לכן ,h ∈ S⊥ ∩
(
S⊥)⊥ = {0} כי קיבלנו הכל סך לינארי). תת־מרחב זה

.S =
(
S⊥)⊥ כי קיבלנו .v = g ∈ S
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