
 ד א' התשפ"ובדידה סמסטר קיץ מועמתמטיקה  –הצעת פתרון 

 עדי מכנס

 

,𝐴ודות כל סעיף( תהיינה נק 9. )1 𝐵, 𝐶 בוצות. הוכיחו או הפריכו את הבאים:ק 

𝐴. א ∪ (𝐵 △ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) △ (𝐴 ∪ 𝐶). 

 

 פתרון:

 . נביט בקבוצות:את הטענה נפריך

𝐴 = {1} 

𝐵 = 𝐶 = ∅ 

 ואז:

𝐴 ∪ (𝐵 △ 𝐶) = 𝐴 = {1} 

 אבל

𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐶 = 𝐴 = {1} 

 ולכן

(𝐴 ∪ 𝐵) △ (𝐴 ∪ 𝐶) = ∅ 

 

𝒫(𝐶)ב. אם  ⊆ 𝒫(𝐴) ∪ 𝒫(𝐵)  אז𝐶 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵. 

 

 פתרון:

𝑐. יהי טענהאת ה נוכיח ∈ 𝐶 צ"ל ו𝑐 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵.  לכן{𝑐} ∈ 𝒫(𝐶)  שכן{𝑐} ⊆ 𝐶 מכאן .{𝑐} ∈ 𝒫(𝐴)  או{𝑐} ∈ 𝒫(𝐵) ,
 ונחלק למקרים.

{𝑐}אם  ∈ 𝒫(𝐴) הרי ש ,{𝑐} ⊆ 𝐴  ומכאן𝑐 ∈ 𝐴  ובפרט𝑐 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵. 

{𝑐}ם אחרת, א ∈ 𝒫(𝐵) הרי ש ,{𝑐} ⊆ 𝐵  ובאותו אופן𝑐 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵. 

 .∎משל 

 

𝐴ג. אם  ∩ 𝐵 = 𝐴אז  ∅ ∩ (𝐴 × 𝐵) = ∅. 

 

 פתרון:

 נביט בקבוצות הבאות:. טענהאת ה נפריך

𝐴 = {1, (1,2)} 

𝐵 = {2} 



𝐴ברור כי  ∩ 𝐵 =  , אבל:∅

𝐴 × 𝐵 = {(1,2), ((1,2), 2)} 

𝐴 ואכן ∩ (𝐴 × 𝐵) = {(1,2)} ≠ ∅. 

 

:𝑓נקציה נקודות כל סעיף( פו 7. )2 𝐴 → 𝐵 אם הקבוצה על -תקרא תת𝐵 ∖ Img(𝑓) .סופית 

:𝑓תהיינה  𝐴 → 𝐵  ו𝑔: 𝐵 → 𝐶 הפריכו:/יות. הוכיחופונקצ 

,𝑓א. אם  𝑔 על אז ההרכבה -יהן תתשת𝑔 ∘ 𝑓 .היא תת על 

 

 פתרון:

 עזר:ת טענוכיח נ את הטענה. נוכיח

:𝑓ה תהיינ :טענת עזר 𝐴 → 𝐵  ו𝑔: 𝐵 → 𝐶 :אזי .𝐶 ∖ Img(𝑔 ∘ 𝑓) ⊆ (𝐶 ∖ Img(𝑔)) ∪ 𝑔[𝐵 ∖ Img(𝑓)] 

𝑐יהי הוכחה:  ∈ 𝐶 ∖ Img(𝑔 ∘ 𝑓)  ונחלק למקרים. אם𝑐 ∈ 𝐶 ∖ Img(𝑔), אחרת,  יימנו.ס𝑐 ∈ Img(𝑔)  ובעצם(𝑐 ∈

𝑔[𝐵] ( ולכן קיים𝑏  ש כך𝑔(𝑏) = 𝑐ב"ש ש . נ𝑏 ∈ Img(𝑓) לכן קיים ,𝑎 ∈ 𝐴  כך ש𝑓(𝑎) = 𝑏 ואז ,𝑔(𝑏) =

𝑔(𝑓(𝑎)) = 𝑐  תקיים ש סתירה, כי מואז𝑐 ∈ Img(𝑔 ∘ 𝑓) לכן .𝑏 ∉ Img(𝑓) ולכן ,𝑐 ∈ 𝑔[𝐵 ∖ Img(𝑓)].  משל∎. 

 

 𝑔גיע דרך לא יכול להוא או שה, זה אומר ש𝑎לא הגיע דרך מישהו מ  𝑐יבר א אםר: ת העזר רעיוני לטענהסב

 .𝑓, אבל לא דרך 𝑔יכול להגיע דרך )קבוצה שמאלית באיחוד( או שהוא 

 

 

 

 :איחוד זרובר ב, כיוון שמדכעת

|𝐶 ∖ Img(𝑔 ∘ 𝑓)| ≤ |𝐶 ∖ Img(𝑔)| + |𝑔[𝐵 ∖ Img(𝑓)]| 



≤ |𝐶 ∖ Img(𝑔)| + |𝐵 ∖ Img(𝑓)| 

𝑔[𝐵|ש שימו לב  ∖ Img(𝑓)]| ≤ |𝐵 ∖ Img(𝑓)| , גורם לכך שכמות האיברים השונים בתמונה תקטןעחח"-"איכי " .

 הגודל נשמר.חח"ע ואז  𝑔המקרה הכי גדול הוא במקרה בו 

 

,𝑓נתון ש אבל,  𝑔 ית. כ סופה קטן יותר מקבוצה סופית ג"קבוצה שגודללכן גם העל ולכן הגודל הזה סופי, ו-תת

 .∎משל 

 

𝑔ב. אם  ∘ 𝑓 על אז -היא תת𝑔 .היא תת על 

 

 פתרון:

 ת עזר.ואת הטענה. תחילה נוכיח טענ נוכיח

 

:𝑓ה תהיינ :1 טענת עזר 𝐴 → 𝐵 ו 𝑔: 𝐵 → 𝐶  פונקציות. אזיImg(𝑔 ∘ 𝑓) ⊆ Img(𝑔). 

𝑐יהי וכחה: ה ∈ Img(𝑔 ∘ 𝑓) לכן קיים .𝑎 ∈ 𝐴  כך ש𝑐 = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) לכן אם נסמן .𝑏 = 𝑓(𝑎) ∈ 𝐵 אזי נקבל כי ,

𝑐גם  = 𝑔(𝑏) ולכן ,𝑐 ∈ Img(𝑔) משל ,∎. 

 

 טווח.ם מקטינה את ההתחויוני: הקטנת רעהסבר 

 

𝐴תהיינה  :2טענת עזר  ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑈 כאשר ,𝑈 ם. אזיקבוצת עול 𝐵𝑐 ⊆ 𝐴𝑐. 

𝑥ת. לכן קיים נב"ש שהטענה לא מתקיימהוכחה:  ∈ 𝑈  כך ש𝑥 ∉ 𝐵  וגם𝑥 ∈ 𝐴מהנתון . ,𝐴 ⊆ 𝐵  ולכן𝑥 ∈ 𝐵 זוהי ו

 .∎סתירה. משל 

 

 נקבל כי: שתי טענות העזרמשילוב סה"כ, 

𝐶 ∖ Img(𝑔) ⊆ 𝐶 ∖ Img(𝑔 ∘ 𝑓) 

 ומכאן:

|𝐶 ∖ Img(𝑔)| ≤ |𝐶 ∖ Img(𝑔 ∘ 𝑓)| 

𝐶אבל  ∖ Img(𝑔 ∘ 𝑓)  כי𝑔 ∘ 𝑓 ך גם על, וכ-היא תת𝑔 משל .∎. 

 

𝑓:ℝתהא  נקודות כל סעיף( 7. )3 → ℝ נגדיר יחס .𝑆  עלℝ :כך 

𝑦1𝑆𝑦2 ⟺ |{𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦1 }| = |{ 𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦2 }| 

 

 .ℝות על יחס שקיל 𝑆הוכיחו כי א. 

 



 פתרון:

 ראינו בהרצאה שהוא יחס שקילות.שוויון עוצמות שפשר לשים לב כי מדובר בפשר להוכיח ישירות, אך אא

 

𝑓(𝑥)מוגדרת על ידי  𝑓ב. נניח כי  = 𝑥2 נה, עוצמת קבוצת המ. מצאו אתℝ
𝑆⁄ תסופי. קבעו האם העוצמה .ℵ0 ,ℵ ,

2ℵ .או אחרת 

 פתרון:

𝑦יהי  ∈ ℝ אם .𝑦 < 𝑆[𝑦]אז  0 = 𝑥2כי  (0,∞−) ≥ }|, ולכן 𝑥לכל  0 𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦 }| = 0. 

𝑦אם  = 𝑆[0]אז  0 = 𝑦2כי  {0} = 𝑦אם ורק אם  0 = 0. 

𝑦אם  > 𝑆[𝑦]אז  0 = 𝑦כיוון שלכל , (∞,0) > 𝑥2תרונות למשוואה ני פוק שקיימים בדי  0 = 𝑦א הם , הלו±√𝑦 ,

}|ולכן  𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦 }| = 2. 

 סה"כ, אפשר לראות כי:

ℝ
𝑆⁄ = {[−1]𝑆, [0]𝑆, [1]𝑆} 

 .3עוצמת קבוצת המנה היא סופית, והיא כן ול

 

𝑆הפיכה אז  𝑓ריכו: אם הפ/הוכיחוג.  = ℝ ×ℝ. 

 

 פתרון:

𝑦כל ל נקבל כי 𝑓חד ערכיות של -הפיכה, אזי מחד 𝑓טענה. אם את ה נוכיח ∈ ℝ: 

|{ 𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦 }| ≤ 1 

 , ולכן:𝑓מקור ב  𝑦יש ל על אז  𝑓ומכיוון ש 

|{ 𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦 }| ≥ 1 

 סה"כ:

|{ 𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦 }| = 1 

,𝑦1לכל  𝑦1𝑆𝑦2, ולכן 𝑦זאת לכל  𝑦2 ∈ ℝ ומכאן ,𝑆 = ℝ ×ℝ משל .∎. 

 

𝑆הפריכו: אם /הוכיחוד.  = ℝ × ℝ אז ,𝑓 .הפיכה 

 

 פתרון:

 נביט בפונקציה:טענה. את ה נפריך

𝑓(𝑥) = {
tan(𝑥) 𝑥 ≠

𝜋

2
+ 𝜋𝑘

0 𝑥 =
𝜋

2
+ 𝜋𝑘

 

𝑘כאשר  ∈ ℤ.  יהי𝑦 ∈ ℝ .ונחלק למקרים 



𝑦אם  ≠  , אז:0

|{ 𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦 }| = |{ arctan(𝑦) + 𝜋𝑘 ∣∣ 𝑘 ∈ ℤ }| = ℵ0 

𝑦אם  =  , אז:0

|{ 𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 0 }| = |{ 𝜋𝑘 ∣ 𝑘 ∈ ℤ } ∪ {
𝜋
2 + 𝜋𝑘 ∣

∣ 𝑘 ∈ ℤ }| = ℵ0 

 :𝑦וכחנו שלכל כ הסה"

|{ 𝑥 ∈ ℝ ∣∣ 𝑓(𝑥) = 𝑦 }| = ℵ0 

,𝑦1לכל  𝑦1𝑆𝑦2ולכן  𝑦2 ∈ ℝ ,כלומר 𝑆 = ℝ ×ℝ, בל בוודאי ש א𝑓 כי  אינה הפיכהtan(𝑥) .אינה הפיכה 

 

,𝑎ף( תהיינה ודות כל סעינק 6). 4 𝑏, 𝑐  0עוצמות, כולן שונות מ. 

𝑎)א. הוכיחו:  + 𝑏)𝑐 ≥ 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐. 

 

 פתרון:

,𝐴תהיינה נציגות לעוצמות  𝐵, 𝐶  כך ש|𝐴| = 𝑎, |𝐵| = 𝑏, |𝐶| = 𝑐  וגם𝐴 ∩ 𝐵 = בהרצאה ראינו כיצד אפשר . ∅

′𝐴"י כך שנגדיר , עעשות כךל = 𝐴 × ′𝐵וכן  {0} = 𝐵 × ,𝑎כיוון ש ברור מ .{1} 𝑏, 𝑐 ≠ ,𝐴כי  0 𝐵, 𝐶 ≠ ∅. 

 נגדיר פונקציה:

𝑓: 𝐴𝐶 ∪ 𝐵𝐶 → (𝐴 ∪ 𝐵)𝐶 

𝑔הכלל הבא. תהי  על ידי ∈ 𝐴𝐶 ∪ 𝐵𝐶 :ונגדיר 

𝑓(𝑔)(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

𝐴וגדרת היטב בגלל ש דרה זו מגה ∩ 𝐵 = 𝐴𝐶ן גם לכ .∅ ∩ 𝐵𝐶 = ∅. 

,𝑔1כעת נוכיח חח"ע. תהיינה  𝑔2 ∈ 𝑓(𝑔1) = 𝑓(𝑔2) "ל כי וצ𝑔1 = 𝑔2אם . תחילה ,𝑔1 ∈ 𝐴𝐶  וגם𝑔2 ∈ 𝐵𝐶אזי , 

𝑥𝐶עבור  ∈ 𝐶 ( י כשקיים כלשהו𝐶 ≠  ( מתקיים כי:∅

𝑓(𝑔1)(𝑥𝐶) = 𝑔1(𝑥𝐶) ∈ 𝐴 

 אבל:

𝑓(𝑔2)(𝑥𝐶) = 𝑔2(𝑥𝐶) ∈ 𝐵 

𝑔1ך ש בסתירה לכ = 𝑔2 .גם אם 𝑔2 ∈ 𝐴𝐶  וכן𝑔1 ∈ 𝐵𝐶 .נו שהתחום והטווח סה"כ הרא ישנה סתירה באותו אופן
 שווים.

,𝑔1נניח כי  כעת 𝑔2 ∈ 𝐴𝐶 עבור ,𝐵𝐶 יהי  זהה. ההוכחה𝑥 ∈ 𝐶:לכן . 

𝑓(𝑔1)(𝑥) = 𝑔1(𝑥) 

 וכן:

𝑓(𝑔2)(𝑥) = 𝑔2(𝑥) 

 .∎והוכחנו. משל 

 



𝑎)ינסופית אז א 𝑏.ב. הוכיחו או הפריכו: אם 4 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐. 

 

 פתרון:

𝑏ם . נחלק למקרים. אאת הטענה נוכיח ≥ 𝑎אזי ,: 

𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 𝑏𝑐  

𝑎𝑐נובע מכך ש המעבר  ≤ 𝑏𝑐 וכן ,𝑏 ומכאן נסופיתמה איעוצ ,𝑏𝑐 מ ו שווה()א אינסופית וגדולה יותר𝑎𝑐  עקרון(
 מנגד:. הסכום(

(𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑏𝑐 

𝑎)כי  גם כן מעקרון הסכום + 𝑏 = 𝑏).ובסה"כ נקבל כמבוקש , 

 

𝑎אחרת,  > 𝑏 אבל ,𝑏  כך גם אינסופית ולכן𝑎 ומאותו טיעון נקבל שוויון, כמבוקש. משל ,∎. 

 

2ת קבוצה המקיימ 𝐴. תהא 5 ≤ |𝐴|. 

 :אם מחליףהוא  𝐴על  𝑅נגיד שיחס 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐴: [𝑎𝑅𝑏 ∧ 𝑐𝑅𝑑] ⟹ [𝑎𝑅𝑑 ∧ 𝑐𝑅𝑏] 

 טרנזטיבי. 𝑅מחליף אז  𝑅ם . הוכיחו: א𝐴על יחס  𝑅ודות( יהא נק 5)א. 

 

 פתרון:

,𝑎יהיו  𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴  כך ש𝑎𝑅𝑏 ∧ 𝑏𝑅𝑐ן, בגלל ש . לכ𝑅 נקבל כי:מחליף , 

𝑎𝑅𝑐 ∧ 𝑏𝑅𝑏 

 .∎כמבוקש, משל  .𝑎𝑅𝑐ולכן בפרט 

 

𝑅|סימטרי. הוכיחו: -שהוא מחליף ואנטי 𝐴יחס על  𝑅ב. יהא  ∩ 𝐼| ≤  (.𝐴מייצג את יחס הזהות על  𝐼)כאשר  1

 

 פתרון:

𝑅|לילה ש נניח בש ∩ 𝐼| ≥ ,𝑎ם . לכן, קיימי2 𝑏 ∈ 𝐴 (כך ש שונים )𝑎𝑅𝑎 ∧ 𝑏𝑅𝑏 כעת בגלל ש .𝑅 ליף נקבל כי:מח 

𝑎𝑅𝑏 ∧ 𝑏𝑅𝑎 

𝑎סימטרי נקבל כי -אנטי 𝑅אבל בגלל ש  = 𝑏, משל בסתירה .∎. 

 

𝑅 סימטרי ו-מחליף ואנטי 𝑅 שמקיימים 𝐴על  𝑅ת קבוצת כל היחסים א 𝕊נסמן ב  נקודות כל סעיף( 5ג. ) ∩ 𝐼 = ∅ .

 יחס ההכלה.עם  𝕊ונתבונן ב 

iקיים . הוכיחו ש𝑅 ∈ 𝕊 אלי.מקסימ 



 

 פתרון:

𝐶סימאלית ל. היא מוכלת בשרשרת מקשל יחסים כנ" ∅ביט בשרשרת נ ∈ 𝒫(𝕊) "כלה.ביחס הה פ האוסדורף()ע 

 נוכיח כי:

𝑅 =⋃𝑆

𝑆∈𝐶

 

𝑅ונוכיח כי  ∈ 𝕊 .ברור כי בחין שלפני כן, נ𝑅 ה יחס נוסף יהלי, אחרת מקסימ𝑇 ∈ 𝕊  כך ש𝑅 ⊆ 𝑇 מגדירים , היינו

′𝐶 חדשהשרשרת  = 𝐶 ∪ {𝑇} בסתירה למקסימליות של ,𝐶. 

- 𝑅  מחליף: יהיו𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑  כך ש𝑎𝑅𝑏 ∧ 𝑐𝑅𝑑 לכן, קיימים .𝑋1, 𝑋2 ב  יחסים𝐶  כך ש𝑎𝑋1𝑏 ∧ 𝑐𝑋2𝑑ון ש . כיו𝐶 

𝑋1שרשרת, נניח בלי הגבלת הכלליות כי  ⊆ 𝑋2  גם )אחרת נחליף את השמות(. לכן𝑎𝑋2𝑏 . מכאן בגלל ש𝑋2  יחס
 ל כי:מחליף נקב

𝑎𝑋2𝑑 ∧ 𝑐𝑋2𝑏 

𝑎𝑅𝑑( ש נמצאת בהם 𝑋2של קבוצות ש ילאיחוד כל 𝑅כן נקבל )כי ולכן גם  ∧ 𝑐𝑅𝑏 וקש.כמב 

- 𝑅 יהיו  :סימטרי-אנטי𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴   כך ש𝑎𝑅𝑏 ∧ 𝑏𝑅𝑎 קיימים . לכן𝑋1, 𝑋2  יחסים ב𝐶 ך ש:כ 

𝑎𝑋1𝑏 ∧ 𝑏𝑋2𝑎 

𝑋1הניח כי שרשרת אפשר ל 𝐶כאמור בגלל ש  ⊆ 𝑋2 ( ולקבל כי דומה עד כדי החלפת השםהוכחה רת ה)אח𝑎𝑋2𝑏 .

𝑋2ת בגלל ש כע ∈ 𝕊 סימטרי ולכן -צמו אנטיהוא בע𝑎 = 𝑏 .כמבוקש 

- 𝑅 ∩ 𝐼 = 𝑅. נניח בשלילה כי ∅ ∩ 𝐼 ≠ 𝑎, כלומר קיים ∅ ∈ 𝐴  כך ש𝑎𝑅𝑎 לכן קיים .𝑋 ∈ 𝐶  כך ש שרשרת𝑎𝑋𝑎 ,

𝑋ולכן  ∩ 𝐼 ≠ 𝑋, בסתירה ש ∅ ∈ 𝕊. 

 

 .∎משל 

 

ii .נתון 𝑅 ∈ 𝕊 .מקסימאלי 

,𝐴1הוכיחו שקיימות קבוצות  𝐴2  כך ש{𝐴1, 𝐴2}  חלוקה של𝐴  ובנוסף מתקיים𝑅 = 𝐴1 × 𝐴2. 

 

 פתרון:

 . נגדיר:יה שלו די פשוטההבניהפתרון הזה קצת טיפשי, כי 

𝐴1 = {𝑎 ∈ 𝐴 ∣ ∃𝑏 ∈ 𝐴: 𝑎𝑅𝑏 } 

𝐴2 = {𝑎 ∈ 𝐴 ∣ ∃𝑏 ∈ 𝐴: 𝑏𝑅𝑎 } 

 ברור כי

𝐴1 × 𝐴2 = 𝑅 

𝑅( אז 𝐴2)וכנ"ל ריקה  𝐴1אם תחילה,  הוכיח כי מדובר בחלוקה.עלינו לאך  =  אבל אפשר לקחת את היחס: .∅

𝑇 = {(𝑎, 𝑏)} 



𝑎כאשר  ≠ 𝑏 ∈ 𝐴 ו כי )קיימים כאל|𝐴| ≥ הרוב קליל, לגבי המחליף ) א עונה על כל הדרישות באופן ריק. הי(2
 שימו לב כי:

𝑎𝑇𝑏 ∧ 𝑎𝑇𝑏 ⟹ 𝑎𝑇𝑏 ∧ 𝑎𝑇𝑏 

𝑅נכון(, אך כמובן וזה  ⊆ 𝑇 בסתירה למקסימאליות של ,𝑅. 

𝐴1עכשיו נוכיח כי  ∪ 𝐴2 = 𝐴 נניח בשלילה שקיים .𝑎 ∈ 𝐴  כך ש𝑎 ∉ 𝐴1 ∧ 𝑎 ∉ 𝐴2דיר את היחס:. לכן נג 

𝑇 = 𝑅 ∪ { (𝑎, 𝑥) ∣∣ 𝑥 ∈ 𝐴2 ∖ {𝑎} } 

 (𝐷ב  וגדרתהחדשה המקבוצה ה את צורך נוחות הפתרון נסמן)ל

𝐷נבחין ש  ≠ 𝑇ראות ש קל ל. )אחרת סתירה( ∅ ∩ 𝐼 = (𝑅 ∩ 𝐼) ∪ (𝐷 ∩ 𝐼) =  איבר יםישקלא מתקיים . כמו כן ∅

𝑏 ∈ 𝐴 כך ש𝑏𝑅𝑎  כי(𝑎 ∉ 𝐴2 ולכן )𝑇 וג(. נותר , אוותר על התענמל יותרימטרי. )אפשר לפרס-אר אנטיעדיין נש

,𝑥מחליף. יהיו להוכיח שהוא  𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐴 :כך ש 

𝑥𝑇𝑦 ∧ 𝑧𝑇𝑤 

𝑥נחלק למקרים. אם  = 𝑎 ∧ 𝑧 = 𝑎  ברור כי אזי𝑎𝑇𝑤 כן , כמו"כ גםלפי הגדרה 𝑎𝑅𝑦. 

𝑥אם  = 𝑎 ∧ 𝑧 ≠ 𝑎 י, ברור כאז 𝑥𝑇𝑤 כן ו𝑧𝑅𝑦  משום ש𝑦  מתאים גם עבור𝑏 ≠ 𝑎:כלומר , 

𝑏𝑅𝑦 ∧ 𝑧𝑅𝑤 

 .𝑧𝑇𝑦ולכן גם  ,𝑧𝑅𝑦ובכך 

𝑥אם  ≠ 𝑎 ∧ 𝑧 = 𝑎,  באותו אופן מתקיים ש𝑥𝑅𝑤  וכן ברור כי𝑎𝑇𝑦  כי הוא מתאים ל𝑥 שאינו ,𝑎. 

𝑥אם  ≠ 𝑎 ∧ 𝑧 ≠ 𝑎 ו מעולהמצבנ. 

𝑅סה"כ  ⊆ 𝑇 ∈ 𝕊  בסתירה למקסימליות של𝑅. 

 

𝐴1נבחין כי , ףלבסו ∩ 𝐴2 = 𝑎, שכן אחרת, מתקיים שקיים ∅ ∈ 𝐴 קיים כך ש𝑏  כך ש𝑎𝑅𝑏  וכן קיים𝑐  כך ש𝑐𝑅𝑎 ,

𝑅ולכן , 𝑎𝑅𝑎לכן גם ו ∩ 𝐼 ≠  .בסתירה ∅

 

 .∎משל 

 

iii ב . נניח𝐴  יש𝑛  איברים. מצאו כמה יחסים𝑅 ∈ 𝕊 ם?מאלישהם מקסי 

 פתרון:

 י?חס מקסימלי משרהחלוקה. האם חלוקה  משרהראינו בסעיף הקודם שיחס מקסימלי 

,𝐴1}תהי חלוקה  𝐴2}  של𝐴:נגדיר . 

𝑅 = 𝐴1 × 𝐴2 

 וכיח מקסימליות.ולאחר מכן נ, 𝕊ב הינו יחס  𝑅כי נוכיח 

𝑎𝑅𝑏ייתכן ש רי, כיוון שלא סימט-יאנט הינו 𝑅תחילה, ברור כי  ∧ 𝑏𝑅𝑎 , כי אז𝑎 ∈ 𝐴1 ∧ 𝐴2שקר ואז  – , בסתירה
 גורר כל דבר.

𝑅, ולכן 𝑎𝑅𝑎כמו"כ מאותו טיעון ברור שלא מתקיים כי  ∩ 𝐼 = ∅. 



,𝑎ק. יהיו וכיח שהוא מחלנ 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐴  כך ש𝑎𝑅𝑏 ∧ 𝑐𝑅𝑑 לכן .𝑎, 𝑐 ∈ 𝐴1, 𝑏, 𝑑 ∈ 𝐴2 פרט:וב 

𝑎𝑅𝑑 ∧ 𝑐𝑅𝑏 

 כמבוקש.

 

𝑅נב"ש שקיים יחס כעת נוכיח מקסימליות.  ⊂ 𝑇  ב𝕊  כך ש𝑎𝑇𝑏 לא מתקיים ו𝑎𝑅𝑏 . ,נבחין שבהכרח לפיכך

𝑎 מתקיים ש ∉ 𝐴1 ∧ 𝑏 ∉ 𝐴2 כמו כן ברור כי .𝑏 ∉ 𝐴1 ∧ 𝑎 ∉ 𝐴2 אחרת גם ,𝑏𝑇𝑎  ואז𝑏 = 𝑎 ,ואז 𝑇 ∩ 𝐼 ≠ ∅ 
,𝑎לכן בהכרח בסתירה!  𝑏  נניח בלי הגבלת הכלליות כי קבוצהבאותה .𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴1 כיוון ש .𝐴2 ≠ )מהגדרת  ∅

𝑐ישנו חלוקה(,  ∈ 𝐴2  כך ש𝑎𝑅𝑐 ∧ 𝑏𝑅𝑐בכך:, ו 

𝑎𝑇𝑐 ∧ 𝑎𝑇𝑏 

 ולכן

𝑎𝑇𝑏 ∧ 𝑏𝑇𝑐 

 ואז

𝑎𝑇𝑐 ∧ 𝑏𝑇𝑏 

𝑇ואז  ∩ 𝐼 ≠  בסתירה!!!!!! ∅

 

כמות היחסים מקנטור שרדר ברנשטיין אפשר להסיק ש חלוקה יוצרת יחס. לכןוקה וחלחס יותר יסה"כ, ראינו כי 
 .2לעיל שווה לכמות החלוקות בגודל 

𝑋ת קבוצה לוקחים תכמה כאלה יש? אנחנו  ⊆ 𝐴  ריקה או כל( שאינה טריוויאלית𝐴ו ) מגדירים את החלוקה

{𝑋, 𝑋𝑐}2ך היא . כמות הבחירות לכ|𝐴| − 2 = 2𝑛 − 2 

 

 



  A , B , C


  A ∪  ( B △ C ) =  ( A ∪ B ) △  ( A ∪ C )


  A =  { 1 }


  B = C = ∅


  B = C = ∅


  A ∪  ( B △ C ) = A =  { 1 }


  A ∪ B = A ∪ C = A =  { 1 }


   ( A ∪ B ) △  ( A ∪ C ) = ∅


  𝒫  ( C ) ⊆ 𝒫  ( A ) ∪ 𝒫  ( B )


  C ⊆ A ∪ B


  c ∈ C


  c ∈ A ∪ B


   { c } ∈ 𝒫  ( C )


   { c } ⊆ C


   { c } ∈ 𝒫 ( A )


   { c } ∈ 𝒫  ( B )


   { c } ∈ 𝒫  ( A )


   { c } ⊆ A


  c ∈ A


  c ∈ A ∪ B


   { c } ∈ 𝒫  ( B )


   { c } ⊆ B


  c ∈ A ∪ B


  ∎


  A ∩ B = ∅


  A ∩  ( A × B ) = ∅


  A =  { 1 ,  ( 1 , 2 ) }


  B =  { 2 }


  B =  { 2 }


  A ∩ B = ∅


  A × B =  {  ( 1 , 2 ) ,  (  ( 1 , 2 ) , 2 ) }


  A ∩  ( A × B ) =  {  ( 1 , 2 ) } ≠ ∅


  f : A → B


  B ∖  Img ⁡  ( f )


  f : A → B


  g : B → C


  f , g


  g ∘ f


  f : A → B


  g : B → C


  C ∖  Img ⁡   ( g ∘ f ) ⊆  ( C ∖  Img ⁡   ( g ) ) ∪ g  [ B ∖  Img ⁡   ( f ) ]


  c ∈ C ∖  Img ⁡   ( g ∘ f )


  c ∈ C ∖  Img ⁡   ( g )


  c ∈  Img ⁡   ( g )


  c ∈ g  [ B ]


  b


  g  ( b ) = c


  b ∈  Img ⁡   ( f )


  a ∈ A


  f  ( a ) = b


  g  ( b ) = g  ( f  ( a ) ) = c


  c ∈  Img ⁡   ( g ∘ f )


  b ∉  Img ⁡   ( f )


  c ∈ g  [ B ∖  Img ⁡   ( f ) ]


  ∎


  c


  a


  g


  g


  f


   | C ∖  Img ⁡   ( g ∘ f ) | ≤  | C ∖  Img ⁡   ( g ) | +  | g  [ B ∖  Img ⁡   ( f ) ] |


  ≤  | C ∖  Img ⁡   ( g ) | +  | B ∖  Img ⁡   ( f ) |


   | g  [ B ∖  Img ⁡   ( f ) ] | ≤  | B ∖  Img ⁡   ( f ) |


  g


  f , g


  ∎


  g ∘ f


  g


  f : A → B


  g : B → C


   Img ⁡  ( g ∘ f ) ⊆  Img ⁡  ( g )


  c ∈  Img ⁡  ( g ∘ f )


  a ∈ A


  c =  ( g ∘ f )  ( a )


  b = f  ( a ) ∈ B


  c = g  ( b )


  c ∈  Img ⁡  ( g )


  ∎


  A ⊆ B ⊆ U


  U


    B  c ⊆   A  c


  x ∈ U


  x ∉ B


  x ∈ A


  A ⊆ B


  x ∈ B


  ∎


  C ∖  Img ⁡   ( g ) ⊆ C ∖  Img ⁡  ( g ∘ f )


   | C ∖  Img ⁡   ( g ) | ≤  | C ∖  Img ⁡   ( g ∘ f ) |


  C ∖  Img ⁡   ( g ∘ f )


  g ∘ f


  g


  ∎


  f : ℝ → ℝ


  S


  ℝ


    y 1 S   y 2 ⟺  |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) =   y 1 } | =  |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) =   y 2 } |


  S


  ℝ


  f


  f  ( x ) =   x 2


   ℝ  S


   ℵ 0


  ℵ


   2 ℵ


  y ∈ ℝ


  y < 0


     [ y ]  S =  ( − ∞ , 0 )


    x 2 ≥ 0


  x


   |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) = y } | = 0


  y = 0


     [ 0 ]  S =  { 0 }


    y 2 = 0


  y = 0


  y > 0


     [ y ]  S =  ( 0 , ∞ )


  y > 0


    x 2 = y


  ±  y


   |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) = y } | = 2


   ℝ  S =  {    [ − 1 ]  S ,    [ 0 ]  S ,    [ 1 ]  S }


  f


  S = ℝ × ℝ


  f


  f


  y ∈ ℝ


   |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) = y } | ≤ 1


  f


  y


  f


   |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) = y } | ≥ 1


   |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) = y } | = 1


  y


    y 1 S   y 2


    y 1 ,   y 2 ∈ ℝ


  S = ℝ × ℝ


  ∎


  S = ℝ × ℝ


  f


  f  ( x ) =  {     tan ⁡   ( x )  x ≠   𝜋 2 + 𝜋 k   0  x =   𝜋 2 + 𝜋 k


  k ∈ ℤ


  y ∈ ℝ


  y ≠ 0


   |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) = y } | =  |  {   arctan ⁡   ( y ) + 𝜋 k ∣  k ∈ ℤ } | =  ℵ 0


  y = 0


   |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) = 0 } | =  |  {  𝜋 k ∣  k ∈ ℤ } ∪  {    𝜋 2 + 𝜋 k ∣  k ∈ ℤ } | =  ℵ 0


  y


   |  {  x ∈ ℝ ∣  f  ( x ) = y } | =  ℵ 0


    y 1 S   y 2


    y 1 ,   y 2 ∈ ℝ


  S = ℝ × ℝ


  f


   tan ⁡   ( x )


  a , b , c


  0


     ( a + b )  c ≥   a  c +   b  c


  A , B , C


   | A | = a ,  | B | = b ,  | C | = c


  A ∩ B = ∅


    A ′ = A × { 0 }


    B ′ = B ×  { 1 }


  a , b , c ≠ 0


  A , B , C ≠ ∅


  f :   A  C ∪   B  C →    ( A ∪ B )  C


  g ∈   A  C ∪   B  C


  f  ( g )  ( x ) = g ( x )


  A ∩ B = ∅


    A  C ∩   B  C = ∅


    g 1 ,   g 2 ∈ f  (   g 1 ) = f  (   g 2 )


    g 1 =   g 2


    g 1 ∈   A  C


    g 2 ∈   B  C


    x  C ∈ C


  C ≠ ∅


  f  (   g 1 )  (   x  C ) =   g 1  (   x  C ) ∈ A


  f  (   g 2 )  (   x  C ) =   g 2  (   x  C ) ∈ B


    g 1 =   g 2


    g 2 ∈   A  C


    g 1 ∈   B  C


    g 1 ,   g 2 ∈   A  C


    B  C


  x ∈ C


  f  (   g 1 )  ( x ) =   g 1  ( x )


  f  (   g 2 )  ( x ) =   g 2  ( x )


  ∎


  b


     ( a + b )  c =   a  c +   b  c


  b ≥ a


    a  c +   b  c =   b  c


    a  c ≤   b  c


  b


    b  c


    a  c


     ( a + b )  c =   b  c


  a + b = b


  a > b


  b


  a


  ∎


  A


  2 ≤  | A |


  R


  A


  ∀ a , b , c , d ∈ A :  [ a R b ∧ c R d ] ⟹  [ a R d ∧ c R b ]


  R


  A


  R


  R


  a , b , c ∈ A


  a R b ∧ b R c


  R


  a R c ∧ b R b


  a R c


  ∎


  R


  A


   | R ∩ I | ≤ 1


  I


  A


   | R ∩ I | ≥ 2


  a , b ∈ A


  a R a ∧ b R b


  R


  a R b ∧ b R a


  R


  a = b


  ∎


  𝕊


  R


  A


  R


  R ∩ I = ∅


  𝕊


  R ∈ 𝕊


  ∅


  C ∈ 𝒫  ( 𝕊 )


  R =   ⋃  S ∈ C  S


  R ∈ 𝕊


  R


  T ∈ 𝕊


  R ⊆ T


    C ′ = C ∪  { T }


  C


  R


  a , b , c , d


  a R b ∧ c R d


    X 1 ,   X 2


  C


  a   X 1 b ∧ c   X 2 d


  C


    X 1 ⊆   X 2


  a   X 2 b


    X 2


  a   X 2 d ∧ c   X 2 b


  R


    X 2


  a R d ∧ c R b


  R


  a , b ∈ A


  a R b ∧ b R a


    X 1 ,   X 2


  C


  a   X 1 b ∧ b   X 2 a


  C


    X 1 ⊆   X 2


  a   X 2 b


    X 2 ∈ 𝕊


  a = b


  R ∩ I = ∅


  R ∩ I ≠ ∅


  a ∈ A


  a R a


  X ∈ C


  a X a


  X ∩ I ≠ ∅


  X ∈ 𝕊


  ∎


  R ∈ 𝕊


    A 1 ,   A 2


   {   A 1 ,   A 2 }


  A


  R =   A 1 ×   A 2


    A 1 =  {  a ∈ A ∣  ∃ b ∈ A : a R b }


    A 2 =  {  a ∈ A ∣  ∃ b ∈ A : b R a }


    A 2 =  {  a ∈ A ∣  ∃ b ∈ A : b R a }


    A 1 ×   A 2 = R


    A 1


    A 2


  R = ∅


  T =  {  ( a , b ) }


  a ≠ b ∈ A


   | A | ≥ 2


  a T b ∧ a T b ⟹ a T b ∧ a T b


  R ⊆ T


  R


    A 1 ∪   A 2 = A


  a ∈ A


  a ∉   A 1 ∧ a ∉   A 2


  T = R ∪  {   ( a , x ) ∣  x ∈   A 2 ∖  { a } }


  D


  D ≠ ∅


  T ∩ I =  ( R ∩ I ) ∪  ( D ∩ I ) = ∅


  b ∈ A


  b R a


  a ∉   A 2


  T


  x , y , z , w ∈ A


  x T y ∧ z T w


  x = a ∧ z = a


  a T w


  a R y


  x = a ∧ z ≠ a


  x T w


  z R y


  y


  b ≠ a


  b R y ∧ z R w


  z R y


  z T y


  x ≠ a ∧ z = a


  x R w


  a T y


  x


  a


  x ≠ a ∧ z ≠ a


  R ⊆ T ∈ 𝕊


  R


    A 1 ∩   A 2 = ∅


  a ∈ A


  b


  a R b


  c


  c R a


  a R a


  R ∩ I ≠ ∅


  ∎


  A


  n


  R ∈ 𝕊


   {   A 1 ,   A 2 }


  A


  R =   A 1 ×   A 2


  R


  𝕊


  R


  a R b ∧ b R a


  a ∈   A 1 ∧   A 2


  a R a


  R ∩ I = ∅


  a , b , c , d ∈ A


  a R b ∧ c R d


  a , c ∈   A 1 , b , d ∈   A 2


  a R d ∧ c R b


  R ⊂ T


  𝕊


  a T b


  a R b


  a ∉   A 1 ∧ b ∉   A 2


  b ∉   A 1 ∧ a ∉   A 2


  b T a


  b = a


  T ∩ I ≠ ∅


  a , b


  a , b ∈   A 1


    A 2 ≠ ∅


  c ∈   A 2


  a R c ∧ b R c


  a T c ∧ a T b


  a T b ∧ b T c


  a T c ∧ b T b


  T ∩ I ≠ ∅


  X ⊆ A


  A


   { X ,   X  c }


   2   | A | − 2 =  2  n − 2

