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 משוואת בסל

 תזכורת

 משוואה מהצורה:

     𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝜈2)𝑦 = 0    ,     𝜈 ∈ ℝ       

𝜈כאשר  ∉ ℤ.קיימים שני פתרונות בלתי תלויים לינארית בצורת טור פרובניוס , 

 כאשר 𝜈 ∉
1

2
ℤ האינדקסים אינו שלם., ההפרש בין שני 

  כאשר𝜈 ∈
1

2
+ ℤ המקדמים הזוגיים והאי זוגיים  -, זוהי תכונה מיוחדת של משוואת בסל

 נפרדים, וכל אחד נותן פתרון אחר.

𝑛עבור  𝒥𝑛הגדרנו את  ∈ ℤ  ואת𝒴𝑛 0 -, המשלים את הפתרונות למשוואה, אך אינו רציף ב. 

∎ 
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 גמאפונקציית 

 הגדרה

     Γ(𝑥) ≔ ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0

      

 תכונות

 מתקיים: 

Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0. . .

. = [−𝑡𝑥−1𝑒−𝑡]0
∞ + ∫ (𝑥 − 1)𝑡𝑥−2𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0. . .

. = (𝑥 − 1) ∫ 𝑡𝑥−2𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0. . .
. = (𝑥 − 1) ⋅ Γ(𝑥 − 1)

 

 לכן:

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)! 

 :מתקיים 

Γ(1) = ∫ 𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0. . .
. = 1

 

 :מתקיים 

Γ(−𝑛) = ∞ 

 שכן:

0 ⋅ Γ(0) = Γ(1) = 0 

⇓ 
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Γ(0) = ∞ 

−1 ⋅ Γ(−1) = Γ(0) 

⇓ 

Γ(−1) = ∞ 

 נקבל:

∀𝑛 ∈ ℤ≥0:      
1

Γ(−𝑛)
= 0 

 :למשל 

(
1

2
) ! = Γ (

3

2
)

. . .

. =
1

2
⋅ Γ (

1

2
)

. . .

. =
1

2
∫ 𝑡−

1
2𝑒−𝑡 𝑑𝑡

∞

0. . .
. = {𝑢 ≔ √𝑡  ⟹ 𝑡 = 𝑢2}
. . .

. = ∫ 𝑒−𝑢2
 𝑑𝑡

∞

0. . .

. =
√𝜋

2

 

∎ 

 הערה

𝜈לכל  ∈ ℝ:הגדרנו , 

𝒥̃𝜈(𝑥) = ∑
(−1)𝑗

22𝑗 ⋅ 𝑗! ⋅ (𝜈 + 1) ⋯ (𝜈 + 𝑗)

∞

𝑗=0

⋅ 𝑥2𝑗+𝜈 

 :לכן

𝒥̃𝜈(𝑥) = ∑
(−1)𝑗

22𝑗 ⋅ 𝑗! ⋅ (𝜈 + 1) ⋯ (𝜈 + 𝑗)

∞

𝑗=0

⋅ 𝑥2𝑗+𝜈 
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𝒥̃𝜈(𝑥) = ∑
(−1)𝑗 ⋅ Γ(𝜈 + 1)

22𝑗 ⋅ 𝑗! ⋅ Γ(𝜈 + 𝑗 + 1)

∞

𝑗=0

⋅ 𝑥2𝑗+𝜈

. . .

. = Γ(𝜈 + 1) ⋅ ∑
(−1)𝑗

22𝑗 ⋅ 𝑗! ⋅ Γ(𝜈 + 𝑗 + 1)

∞

𝑗=0

⋅ 𝑥2𝑗+𝜈

 

 :את הנרמול המקובלונקבל 

𝒥𝜈(𝑥) = ∑
(−1)𝑗

𝑗! ⋅ Γ(𝜈 + 𝑗 + 1)

∞

𝑗=0

⋅ (
𝑥

2
)

2𝑗+𝜈

 

𝑛לכן, לכל  ∈ ℤ: 

𝒥𝑛(𝑥) = ∑
(−1)𝑗

𝑗! ⋅ (𝑛 + 𝑗)!
⋅ (

𝑥

2
)

2𝑗+𝑛
∞

𝑗=0

 

𝑛עבור  < 𝑗, המקדמים עד 0 = |𝑛| −  , מתאפסים.1

 לכן:

𝒥−𝑛(𝑥) = ∑
(−1)𝑗

𝑗! ⋅ (𝑗 − |𝑛|)!
⋅ (

𝑥

2
)

2𝑗−|𝑛|
∞

𝑗=0

 

𝑛לכן, לכל  ∈ ℤ: 

𝒥−𝑛(𝑥) = (−1)𝑛 ⋅ 𝒥𝑛(𝑥) 

∎ 
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 פונקציה יוצרת

 הגדרה

    𝐺(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

      

 למה

𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝑒
𝑥
2

⋅(𝑡−
1
𝑡

) 

 הוכחה

𝑒
𝑥
2

⋅𝑡 = ∑
𝑥𝑘𝑡𝑘

2𝑘𝑘!

∞

𝑘=0. . .

𝑒−
𝑥
2𝑡 = ∑

(−1)ℓ𝑥ℓ

2ℓ𝑡ℓℓ!

∞

𝑙=0

 

 לכן:

𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝑒
𝑥
2

⋅(𝑡−
1
𝑡

)

. . .

. = (∑
𝑥𝑘

2𝑘𝑘!
⋅ 𝑡𝑘

∞

𝑘=0

) ⋅ (∑
(−1)ℓ𝑥ℓ

2ℓℓ!

∞

𝑙=0

⋅
1

𝑡ℓ
)

. . .

. =

𝑛≔𝑘−ℓ
ℓ+𝑘=𝑛+2ℓ

∑ ∑
(−1)ℓ𝑥ℓ𝑥𝑘

2𝑘+ℓ𝑘! ℓ!

∞

ℓ=0

⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞. . .

. = ∑ ∑
(−1)ℓ

(ℓ + 𝑛)! ℓ!
⋅ (

𝑥

2
)

𝑛+2ℓ
∞

ℓ=0

⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞. . .

. = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

 

∎ 

 ערהה

𝑒
𝑥
2

⋅(𝑡−
1
𝑡

) = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞
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 , ונקבל:𝑡נגזור לפי 

𝑥

2
(1 +

1

𝑡2
) ⋅ 𝑒

𝑥
2

⋅(𝑡−
1
𝑡

) = ∑ 𝑛 ⋅ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛−1

∞

𝑛=−∞. . .

𝑥

2
(1 +

1

𝑡2
) ⋅ ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

= ∑ (𝑛 + 1) ⋅ 𝒥𝑛+1(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞. . .

𝑥

2
⋅ ∑ (𝒥𝑛(𝑥) + 𝒥𝑛+2(𝑥)) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

= ∑ (𝑛 + 1) ⋅ 𝒥𝑛+1(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

 

 לכן:

𝒥𝑛(𝑥) + 𝒥𝑛+2(𝑥) =
2(𝑛 + 1)

𝑥
⋅ 𝒥𝑛+1(𝑥) 

 , ונקבל:𝑥נגזור לפי 

1

2
(𝑡 −

1

𝑡
) ⋅ 𝑒

𝑥
2

⋅(𝑡−
1
𝑡

) = ∑ 𝒥𝑛
′ (𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞. . .

1

2
(𝑡 −

1

𝑡
) ⋅ ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝒥𝑛
′ (𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞. . .

1

2
⋅ ∑ (𝒥𝑛−1(𝑥) − 𝒥𝑛+1(𝑥)) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

= ∑ 𝒥𝑛
′ (𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

 

 לכן:

𝒥𝑛−1(𝑥) − 𝒥𝑛+1(𝑥) = 2 ⋅ 𝒥𝑛
′ (𝑥) 

𝑛בפרט, עבור  = 0: 

−𝒥1(𝑥) = 𝒥0
′ (𝑥) 

∎ 

 הצגה אינטגרלית

𝒥𝑛(𝑥) =
1

𝜋
⋅ ∫ cos(𝑛𝜗 − 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜗))  𝑑𝜗

𝜋

0
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𝒥𝑛(𝑥) =
1

2𝜋
⋅ ∫ cos(𝑛𝜗 − 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜗))  𝑑𝜗

𝜋

−𝜋

 

 הוכחה

𝑒
𝑥
2

⋅(𝑡−
1
𝑡

) = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑡𝑛

∞

𝑛=−∞

 

𝑡נציב  ≔ 𝑒𝑖𝜗:ונקבל , 

𝑒
𝑥
2

⋅(𝑒𝑖𝜗−𝑒−𝑖𝜗) = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑒𝑖𝑛𝜗

∞

𝑛=−∞. . .

𝑒𝑖𝑥 sin 𝜗 = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑒𝑖𝑛𝜗

∞

𝑛=−∞

 

− sin 𝜗 = sin −𝜗:לכן , 

𝑒−𝑖𝑥 sin 𝜗 = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑒−𝑖𝑛𝜗

∞

𝑛=−∞

 

 נתבונן בביטוי:

cos(𝑚𝜗 − 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜗)) =
1

2
⋅ (𝑒𝑖𝑚𝜗−𝑖𝑥 sin 𝜗 + 𝑒−𝑖𝑚𝜗+𝑖𝑥 sin 𝜗)

. . .

. =
1

2
⋅ (𝑒−𝑖𝑚𝜗 ⋅ ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑒𝑖𝑛𝜗

∞

𝑛=−∞

+ 𝑒𝑖𝑚𝜗 ⋅ ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ 𝑒−𝑖𝑛𝜗

∞

𝑛=−∞

)

. . .

. =
1

2
⋅ ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ (𝑒−𝑖(𝑚−𝑛)𝜗 + 𝑒𝑖(𝑚−𝑛)𝜗)

∞

𝑛=−∞. . .

. = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ cos((𝑚 − 𝑛)𝜗)

∞

𝑛=−∞

 

 לכן:

cos(𝑚𝜗 − 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜗)) = ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅ cos((𝑚 − 𝑛)𝜗)

∞

𝑛=−∞

 

 נבצע אינטגרציה:
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1

2𝜋
⋅ ∫ cos(𝑚𝜗 − 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜗))  𝑑𝜗

𝜋

−𝜋

= ∑ 𝒥𝑛(𝑥) ⋅
1

2𝜋
∫ cos((𝑚 − 𝑛)𝜗)

𝜋

−𝜋

  𝑑𝜗

∞

𝑛=−∞

 

 מתקיים:

1

2𝜋
∫ cos((𝑚 − 𝑛)𝜗)

𝜋

−𝜋

  𝑑𝜗 = {
0 ,   𝑛 ≠ 𝑚

.
1 ,   𝑛 = 𝑚

 

 לכן:

1

2𝜋
⋅ ∫ cos(𝑚𝜗 − 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝜗))  𝑑𝜗

𝜋

−𝜋

= 𝒥𝑚(𝑥) 

∎ 


