
 שע"ז מבחן דמה תפתרון 

 

lim
𝑥→0

sin⁡(𝑒𝑥 − 1)

𝑒𝑥 − 1
⋅
𝑒𝑥 − 1

𝑥
⋅ sin(𝑒𝑥) ⋅

ln(1 + 𝑥)

𝑥
⋅

𝑥2

1 − cos⁡(𝑥)
= 1 ⋅ 1 ⋅ sin(1) ⋅ 1 ⋅ 2 = 2sin⁡(1) 

 

 

lim
𝑥→∞

(√𝑥2 + 1 − 𝑥) = lim
𝑥→∞

1

√𝑥2 + 1 + 𝑥
= 0 

 

lim
𝑥→∞

(√𝑥2 + 1 − 𝑥) ln(𝑥) = lim
𝑥→∞

ln(𝑥)

√𝑥2 + 1 + 𝑥
= lim

𝑥→∞

ln(𝑥)

𝑥
⋅

1

√1 +
1
𝑥2

+ 1

= 0 ⋅
1

2
= 0 

 

7𝑛

2(𝑛
2)
= (

7

2𝑛
)
𝑛

→ 0∞ = 0 

 

 הכללית שואפת לאפס, ולכן נמשיך. קל לבדוק שהסדרה 

 ט נבדוק התכנסות בהחל

|sin (
1

𝑛2
)| = sin (

1

𝑛2
) 

0כיוון ש   <
1

𝑛2
< 1 < 𝜋   אזsin (

1

𝑛2
) > 0 

∑נעשה מבחן השוואה עם הטור  
1

𝑛2
 

sin (
1
𝑛2
)

1
𝑛2

→ 1 

∑לכן הם חברים, וכיוון שהטור  
1

𝑛2
 מתכנס, יוצא שהטור בשאלה מתכנס בהחלט!  

https://math-wiki.com/images/e/e7/17Infi1DumbTest.pdf
https://math-wiki.com/images/e/e7/17Infi1DumbTest.pdf
https://math-wiki.com/images/e/e7/17Infi1DumbTest.pdf


 

 דל, לכן נמשיך. גו  קל לוודא כי האיבר הכללי של הטור שואף לאפס לפי סדרי

 

 נבדוק התכנסות בהחלט 

∑
ln(𝑛)

𝑛
≥∑

1

𝑛
 

𝑛)החל מ  = 3 > 𝑒 ) 

 כן הטור אינו מתכנס בהחלט. ל

 : וודא , אך צריך לץ נרצה לומר שהוא מתכנס בתנאי לפי לייבני

ln(𝑛)

𝑛
→ 0 

ln(𝑛)

𝑛
 מונוטונית ⁡

 פונקציות! ירת חק את שני הדברים נעשה באמצעות  

𝑓(𝑥) =
ln(𝑥)

𝑥
 

lim
𝑥→∞

ln(𝑥)

𝑥
= 0 

𝑛דל, ולכן גם אם נציב את הסדרה  לפי סדרי גו  → 𝑓(𝑛)נקבל כי   ∞ →  היינה. לפי   0

 ור תחומי עלייה וירידהכעת נחק 

𝑓′(𝑥) =

1
𝑥 ⋅ 𝑥 − 1 ⋅ ln(𝑥)

𝑥2
=
1 − ln(𝑥)

𝑥2
⁡ 

 הסימן נקבע ע"י המונה כי המכנה חיובי. 

 המונה שלילי ולכן הנגזרת שלילית, והפונקציה יורדת.  (∞,𝑒)תחום  ב

𝑛לכל לכל   > 𝑒 יים שכיוון ש  מתק𝑛 + 1 > 𝑛 > 𝑒 

𝑓(𝑛 + 1) < 𝑓(𝑛) 

𝑛דת אחרי  והוכחנו שהסדרה מונוטונית יור = 3 . 

 שפיע על התכנסות הטור. מספר סופי של איברים לא מ 

 כ מתכנס בתנאי. החלט הוא סה"ייבניץ, וכיוון שלא מתכנס בולכן הטור מתכנס לפי ל

 



 

∑(√𝑛2 + 1 − 𝑛) =∑
1

√𝑛2 + 1 + 𝑛⁡
 

 משיך. כעת קל לראות שהאיבר הכללי שואף לאפס ולכן נ

 

 אמנם מבחן השוואה גבולי הוא הדבר החכם ביותר לעשות, אך בואו נעשה טריק 

1

√𝑛2 + 1 + 𝑛
≥

1

√𝑛2 + 3𝑛2 + 𝑛
=

1

3𝑛
 

∑והטור  
1

3𝑛
 , ולכן גם הטור שלנו מתבדר. מתבדר 

 

 

 סעיף א' ננסה להוכיח באינדוקציה 

𝑎1ן  : נתובדיקה < 𝑎2 

𝑎𝑛עבורו   nיהי  < 𝑎𝑛+1 

𝑎𝑛+1צ"ל כי   < 𝑎𝑛+2 

 כיוון שהסדרה חיובית בעצם נתון כי 

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

> 1 

 צ"ל 

𝑎𝑛+2
𝑎𝑛+1

> 1 

 למדים כי אנחנו מהנתון 

2 < 𝑑 ≤
𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2
𝑎𝑛+1

=
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

+
𝑎𝑛+2
𝑎𝑛+1

 

 ולכן 

𝑎𝑛+2
𝑎𝑛+1

≥ 2 −
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

 



אבל אנחנו יודעים ש  
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
<  ולכן  1

𝑎𝑛+2
𝑎𝑛+1

≥ 2 −
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

> 2 − 1 = 1 

 סעיף ב': 

𝑎𝑛כיוון שהיא עולה היא מתכנסת לגבול סופי שנסמנו   חסומה, אז 𝑎𝑛  אם → 𝐿 

 מתקיים כי  𝑛כיוון שלכל  

𝑑 ≤
𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2
𝑎𝑛+1

 

 𝑑י גדול או שווה ל ביטוי הימנכי הגבול של הבע נו

lim
𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+2
𝑎𝑛+1

= {
𝐿 + 𝐿

𝐿
} =? 

𝐿אם   ≠  2ל הוא נקבל כי הגבו 0

𝑑ולכן   ≤ 𝑎𝑛אינה חסומה ולכן   𝑎𝑛ולכן במקרה זה   בסתירה! 2 → ∞ 

𝐿ל האם ייתכן ש אב = 𝐿? לא. כי הסדרה עולה ולכן  0 ≥ 𝑎1 > 0. 

 

𝑎𝑛סה"כ   → ∞ 

 

 

 נעביר אגף ונבנה פונקציה

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 

ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥) = 0 

 ה. ולכן היא קבוע 𝐴וגם עולה בקטע   𝐴דת בקטע  קציה יורלכן הפונ 

ℎ(𝑥) ≡ 𝐶 

𝑥נציב את   = 𝑎   ונקבל𝐶 = ℎ(𝑎) = 𝑓(𝑎) − 𝑔(𝑎) = 0 



𝑥ולכן לכל נקודה   ∈ 𝐴   מתקיים כיℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)ולכן   0 = 𝑔(𝑥) . 

 

 סעיף ב' 

 ת בקטע זה ולכן סיימנו. וכן נגזרותיהן שוו (∞,0)ת בקטע  בעזרת סעיף א', נראה ששתי הפונקציה שוות בנקודה אח 

𝑥 = 1 

arctan(1) =
𝜋

4
 

arctan (
1

1
) =

𝜋

4
 

arctan(1) + arctan (
1

1
) =

𝜋

4
+
𝜋

4
=
𝜋

2
 

 כעת נוכיח שהנגזרת שוות בקטע

(arctan(𝑥) + arctan (
1

𝑥
))

′

=
1

1 + 𝑥2
+

1

1 + (
1
𝑥
)
2 ⋅ (−

1

𝑥2
) =

1

1 + 𝑥2
−

1

𝑥2 + 1
= 0 

של הפונקציה הקבועה    זו בדיוק הנגזרת
𝜋

2
 וסיימנו.  

 

 : 2רה מאינפי העשרה קצ

 arctan(3)נניח אני רוצה לחשב את  

 ר נפתח טור טיילו

1

1 − 𝑥
= ∑𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

1

1 + 𝑥2
= ∑(−𝑥2)𝑛

∞

𝑛=0

= ∑(−1)𝑛𝑥2𝑛
∞

𝑛=0

 

 xעד  0נעשה אינטגרל מ

arctan(𝑥) = ∑
(−1)𝑛

2𝑛 + 1
𝑥2𝑛+1

∞

𝑛=0

 

𝑥ר  עבו =  כנס והשוויון אינו נכון! הטור אינו מת 3

 פי התרגיל האחרון ל

arctan(3) =
𝜋

2
− arctan (

1

3
) 

𝑥ו =
1

3
 כן מותר להציב בטור!  

 

−אומרים שזה   ln(3)גבי  ל ln (
1

3
) 



 

 

𝑛, לכן לכל  לרעמומה נב"ש שהפונקציה אינה חס  ∈ ℕ  קיימת נקודה𝑎𝑛 ∈ ℝ  עבורה 

𝑓(𝑎𝑛) < −𝑛 

 סנדביץ'  לכן לפי חצי 

𝑓(𝑎𝑛) → −∞ 

 𝑎𝑘𝑛ה מונוטונית  ניקח תת סדר

𝑓(𝑎𝑘𝑛) → −∞ 

 שלוש אפשרויות: 

1. 𝑎𝑘𝑛 → ∞ 

2. 𝑎𝑘𝑛 → −∞ 

3. 𝑎𝑘𝑛 → 𝑐 ∈ ℝ 

𝑓(𝑎𝑘𝑛)ש   ין( )הגבול מימ  ת נקבל מהנתון באפשרות אח →  בסתירה  ∞

𝑓(𝑎𝑘𝑛)ש   )הגבול משמאל(   תוןשרות שתיים נקבל מהנבאפ →  תירהבס 0

𝑓(𝑎𝑘𝑛)ש    רציפות()ה  באפשרות שלוש נקבל מהנתון → 𝑓(𝑐)  בסתירה 

 

 𝑒𝑥הפרכה   – סעיף ב' 

 לא שווה לאפס. ם כי היא שואפת לאפס ואף פעם  וודא שמקיימת את תנאי השאלה, ואין לה מינימוקל ל 

 


